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CHAPITRE PREMIER 
Génération des courbes planes 



Partie préliminaire 

Tout déplacement d'une figure plane de forme invariable 
dans son plan peut être considéré comme produit par le 
roulement sur une courbe fixe déterminée, d'une courbe 
mobile déterminée à laquelle la figure plane est reliée 
invariablement. 

Si la figure plane se réduit à un point, les courbes qui 
définissent le roulement deviennent indéterminées , à moins 
qu'on ne les assujettisse à certaines conditions ; par exem- 
ple on peut astreindre soit la courbe mobile, soit la courbe 
fixe à être une droite. Or, tout déplacement d'une figure 
plane réduite à un point, engendre une courbe plane. On 
est ainsi conduit à considérer une courbe plane quelconque 
comme engendrée, soit par le roulement d'une droite mo- 
bile sur une courbe fixe, soit par le roulement d'une courbe 
mobile sur une droite fixe. 

La génération d'une courbe plane considérée sous l'un 



de ces deux points de vue n'est pas encore une génération 
déterminée, c'est-à-dire qu'on peut engendrer une courbe 
plane donnée d'une infinité de manières différentes, soit par 
le roulement d'une droite sur une courbe, soit par celui 
d'une courbe sur une droite. 

Mais la génération n'est plus possible que d'une seule 
manière, si l'on astreint la droite à être constamment nor- 
male à la courbe donnée. 

Ceci est évident dans le cas du roulement d'une droite 
sur une courbe. Car, si la droite doit toujours être nor- 
male à la courbe donnée, la courbe sur laquelle doit rou- 
ler cette droite pour engendrer la courbe donnée, ne peut 
être que la développée de cette dernière courbe ; elle est 
par suite parfaitement déterminée. 

Dans le cas du roulement d'une courbe sur une droite, 
la proposition subsiste, c'est-à-dire qu'il n'y a qu'une courbe 
qui en roulant sur une droite fixe puisse engendrer une 
courbe donnée . 

On dira que cette courbe est la déroulée de la courbe 
donnée. 

Pour rendre cette proposition plus claire, comparons le 
roulement d'une droite sur une courbe au roulement d'une 
courbe sur une droite. 

I. — Génération S une courte plane par roulement d'une 
droite sur une courte. 

Etant donnée une courbe E (fig. 1), une droite quelcon- 
que D et un point m sur la courte, il existe une certai- 
ne courte G et une seule, telle que le point m engendre la 
courte E, lorsque la droite B roule sur G en entraînant m. 

Car il y a toujours une manière et une seule de déter- 
miner la courbe G élément par élément: le point m étant 



donné, la normale mO à la courbe E est déterminée; le 
point d'intersection de cette normale avec la droite D 
. est le centre instantané de rotation du mouvement que doit 
prendre cette droite. Lorsque D a tourné d'un angle infi- 
niment petit clB autour de et a pris la position D', le 
point m est venu en m\ tel que mm' = mO. dO; la nou- 
velle position m' du point m est bien déterminée ; par suite 
aussi celle de la normale m'O' ; celle-ci détermine sur D' le 
point 0' et 00' est le premier élément de la courbe 0; 
les autres s'obtiendront de la même manière. 

La droite D étant donnée, la courbe G varie suivant la 
position initiale du point m sur la courbe E; ce point m 
peut être choisi arbitrairement sur la courbe donnée, ex- 
cepté à Vun des points d'intersection de cette courbe avec la 
droite donnée ; il peut toutefois être choisi aussi près que 
l'on voudra de cette intersection, 

En effet si l'on choisit le point m au point d'intersec- 
tion A, le point se confond avec A: donc lorsque la 
droite D tourne autour de A d'un angle d9, le point géné- 
rateur reste immobile, puisqu'il est au centre de rotation. 

Il y a exception si la droite D est normale à la courbe 
E ; dans ce cas le point m peut être choisi en A, et si l'on 
astreint la droite à être constamment normale à la courbe, 
le point générateur m est forcément sur la droite D elle- 
même. 

En effet, si les deux positions D et D' de la droite mo- 
bile doivent être normales à jS, le point est le centre 
de courbure correspondant au point A; mais puisque m 
est une normale, pour qu'elle passe par ce centre de cour- 
bure, il faut que le point m soit lui-même infiniment voi- 
sin de A. La courbe E est alors une développante de 0, 



c'est-à-dire que la courbe doit être la développée de la 
courbe donnée. 

Ainsi en résumé : 

1° La génération d'une courbe par roulement d'une droite 
sur une courbe, n'est pas une génération déterminée si Von 
ne fait aucune restriction. 

2° La restriction qui détermine cette génération consiste 
à astreindre la droite mobile à être constamment normale 
à la courbe donnée. 

3° La courbe sur laquelle doit rouler une droite pour 
engendrer la courbe donnée dans ces conditions est la déve- 
loppée de la courbe donnée. 

Lorsqu'une droite roule sur une courbe, tous les points 
de la droite deviennent successivement des points de con- 
tact, à moins que la courbe n'ait des points de rebrousse» 
ment (fîg. 2). Dans ce cas^ si B est le point de la droite 
D qui vient coïncider avec le point de rebroussement, 
tous les points de D situés au delà de B ne peuvent pas 
devenir des points de contact, à moins de considérer la 
tangente AT au point de rebroussement comme faisant 
partie de la courbe G; tous les points de D au delà de B 
deviennent alors simultanément des points de contact. 

On verra qu'au point de vue du roulement, il convient 
de considérer les tangentes aux points de rebroussement 
comme faisant partie intégrante de la courbe sur laquelle 
se trouvent ces points singuliers, parce que ces tangentes 
ne troublent en aucune manière le roulement, et en les con- 
sidérant comme appartenant à la courbe, on supprime les 
exceptions dans l'énoncé des théorèmes» 

Ainsi, avec cette convention, on peut dire quhme courbe 
rencontre toujours sa développée? qu'elle ne la coupe qu'à 
angle droit et qu'aux points de rencontre correspond tou- 



jours un point de rebroussement soit sur la courbe elle- 
même, soit sur la développée 1 . 

IL— Génération d'une courbe plane par roulement d'une 
courbe sur une droite \ 

Etant donnée une courbe E et une droite quelconque D 
il existe une certaine courbe G et une seule, telle qu'un 
point m du plan engendre la courbe donnée lorsque ladite 
courbe G roule sur la droite en entraînant le point m. 

Car il y a toujours une manière et une seule de déter- 
miner la courbe G élément par élément : prenons un point 
m quelconque sur E (fig. 3), la normale mO est détermi- 
née; considérons la normale infiniment voisine m'O': le 
point est le centre instantané de rotation et lorsque m' 
vient en m en tournant autour de 0, le point 0' vient en 
un certain point Q; OQ est le premier élément de la cour- 
be G; les autres éléments s'obtiennent de proche en pro- 
che de la même manière. 

Ce second mode de génération par roulement diffère du 
premier, car dans celui-ci, alors même que la courbe E et 
la droite D étaient données, la courbe G variait avec la 
position initiale du point m ; tandis qu'ici, on trouve tou- 
jours la même courbe G (mais dans différentes positions) 
quelle que soit la position initiale du point m sur E. 

Néanmoins le second mode de génération conduit à la 
même proposition que le premier, à savoir que le point m 
peut se trouver n'importe où sur la courbe E, excepté aux 

1 On entend ici par « points de rencontre » non pas tous les points de 
rencontre fortuits, mais seulement ceux qui sont relatifs à des points cor- 
respondants sur la courbe et sur sa développée. 

2 Dans ces deux paragraphes certains passages ont été mis en carac- 
tères italiques afin de faciliter la comparaison entre les deux modes de 
génération. 



points de rencontre de cette courbe avec la droite donnée D. 

En effet, si l'on choisit le point m au point A, le point 
se confond avec A, donc le point m tourne sur lui-même 
sans pouvoir décrire de courbe, à moins que la droite D 
ne soit normale à la courbe E. 

Ainsi, lorsque la droite D est quelconque, la courbe G 
est telle que lorsqu'elle roule sur la droite, le point géné- 
rateur m ne peut jamais traverser cette droite ; si la droite 
D ne rencontre pas la courbe J57, la courbe G n'offrira rien 
de particulier; mais si elle la rencontre, la courbe G aura 
forcément la forme d'une spirale dont le point asymptoti- 
que est le point m, et lorsque la spirale roule sur D, le 
point m n'atteint jamais le point A (fig. 4). 

A la portion E' de la courbe E qui est de l'autre côté 
de la droite D, correspond une autre spirale, de sorte que 
la courbe G complète est formée de deux spirales ayant 
même point asymptotique. 

La courbe E peut donc toujours être engendrée par le 
roulement d'une courbe sur une droite quelconque, si Ton 
supprime les éléments de la courbe E qui se trouvent sur 
la droite fixe. Or, ces éléments étant supprimés, la droite 
D ne rencontre plus la courbe E\ ainsi, pour que la géné- 
ration par roulement soit possible, il faut et il suffit que 
la droite donnée ne rencontre pas la courbe E (ce qui 
veut dire que si elle la rencontre, on doit supprimer les 
éléments de la courbe qui se trouvent aux points d'inter- 
section). 

Il n'en est plus de même lorsque la droite D est astreinte 
à être constamment normale à la courbe E. 

Dans ce cas ; le point générateur peut coïncider avec 
les points de rencontre de la courbe E et de la droite 
fixe; en effet si m est en A, le point ne coïncide plus 



avec le point A mais il se trouve au centre de courbure de 
la courbe E correspondant au point A, puisque dans ce 
cas mO et I) sont deux normales infiniment voisines de la 
courbe E. 

On voit aussi que la génération de la courbe E devient 
déterminée, parce qu'il n'existe en général qu'un nombre 
limité de droites qui ne coupent une courbe donnée qu'à 
angle droit. Ainsi les coniques en possèdent au plus deux, 
savoir leurs axes réels. Toute droite jouissant de cette 
propriété sera appelée base de la courbe donnée. 

La condition qui rend déterminée la génération d'une 
courbe plane par roulement d'une courbe sur une droite 
est donc la même que celle qui détermine cette génération 
par roulement d'une droite sur une courbe, Lorsque cette 
condition est remplie, le point générateur se trouve en 
général sur la courbe mobile elle-même, de même que 
dans le premier mode de génération, il se trouve sur la 
droite mobile. 

La courbe mobile qui engendre une courbe donnée en 
roulant sur la base de cette dernière, sera appelée dérou- 
lée de la courbe donnée. Réciproquement, lorsqu'une 
courbe mobile roule sur une droite, les roulettes engen- 
drée par les différents points de cette courbe seront les 
déroulantes de cette dernière. De même que toutes les dé- 
veloppantes d'une courbe fixe sont normales à la droite 
mobile, de même toutes les déroulantes d'une courbe mo- 
bile sont normales à la droite fixe sur laquelle elle roule. 

Ainsi en résumé : 

1° La génération d'une courbe par roulement d'une 
courbe sur une droite, n'est pas une génération déterminée, 
si Von ne fait aucune restriction, 

2° La restriction qui détermine la génération consiste à 
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astreindre la droite fixe à être constamment normale à la 
courbe donnée (c'est-à-dire à être une base de cette 
courbe). 

3° La courbe qui doit rouler sur une droite 'pour engen- 
drer la courbe donnée dans ces conditions se nommera 
déroulée de la courbe donnée. 

Enfin : Une courbe rencontre toujours sa base et ne la 
rencontre qu'orthogonalement (d'après la définition même), 
et aux points de rencontre d'une courbe avec sa base corres- 
pond en général un point de rebroussement soit sur la 
courbe elle-même, soit sur sa déroulée. 

Les deux modes de génération des courbes par roule- 
ment que nous venons de considérer conduisent à l'étude 
du problème inverse de celui que Ton traite généralement 
dans la théorie des roulettes. C'est-à-dire qu'au lieu de 
rechercher la roulette décrite par un point du plan, lors- 
qu'une certaine courbe roule sur une droite, on se propose 
de trouver quelle est la courbe qui doit rouler sur une 
droite donnée pour engendrer une courbe donnée. 

Tel est le problème que nous avons plus particulière» 
ment en vue ; nous traiterons toutefois aussi de la théorie 
des roulettes en général. 

Sue la théorie des roulettes planes. 

On représente souvent une courbe par l'équation d'une 
droite mobile : 

x sin a — y COS a = f(a) (1) 

a étant un paramètre variable; ce paramètre est l'angle 
que fait la droite mobile avec l'axe des x. La courbe dé- 
finie par cette équation est l'enveloppe de la droite mobile ; 
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elle est donc entièrement déterminée par la fonction f(a); 
lorsque cette fonction est donnée, on peut obtenir l'équa- 
tion ponctuelle de la courbe en éliminant a entre l'équa- 
tion (1) et sa dérivée par rapport à «. Sans qu'il soit né- 
cessaire d'éliminer «, on peut considérer les deux équations: 

x sin a — y cos a = f(a) f() , 

x cos a -f- y sin a = f(a) 

comme les équations de la courbe en fonction d'un para- 
mètre auxiliaire, qui est ici l'angle de la tangente avec 
l'axe des x. 

Toute courbe y = <p(x) peut facilement se mettre sous 
cette forme puisqu'il suffit de poser : 

— = rj(x) = tang a 

clx 

équation d'où l'on tire x et par suite y en fonction de a. 
On sait que lorsque l'équation d'une courbe est mise sous 
la forme (2), l'élément d'arc de cette courbe a pour va™ 
leur : 

ds = [f{a) + f" («)] da 

ainsi qu'il est facile de le voir, en calculant dx et dy en 
fonction de a. Les fonctions f(a) et f'(a) sont respective- 
ment égales aux distances de l'origine à la tangente et à 
la normale à la courbe qui correspondent à l'angle «. 

Si la courbe est tangente à l'axe des x (fig. 5) et que s 
représente l'arc compris entre le point de contact 0' et le 
point M où la tangente fait l'angle a avec l'axe des x, 
on a: 



00' + S = . S f(a)da + f (a) 

puisque f (0) = et que f (0) = TJÔ. 



1° Roulement d'une courbe sur une droite. Le problème 
direct s'énonce ainsi : 

Étant donnée une courbe r qui roule sur une droite , 
trouver l'équation de la roulette R décrite par un point 
quelconque m, invariablement relié à la courbe mobile. 

On prendra toujours la droite fixe comme axe des #, 
l'origine étant du reste un point quelconque de cette 
droite (fig. 6). 

L'équation de la courbe mobile r dans sa position ini- 
tiale est donnée sous la forme : 

x sin a — y COS a = f(a) 
x cos a 4- y sin a = f\y) 



On a aussi f(0) = 0; f(0) = 00', puisque la courbe 
est tangente à l'axe des x. Soit m la position initiale du 
point entraîné; u et v ses coordonnées (u = Op,v == mp). 

Prenons un point A quelconque sur la courbe r; ses 
coordonnées sont x = OC et y — AG ; et cherchons quelle 
sera la position du point entraîné, lorsque le point A sera 
devenu le point de contact de la courbe avec l'axe des x. 
La tangente en A fait avec cet axe un angle « ; menons 
encore la normale An au point A et appelons t et n les 
coordonnées du point m relativement aux axes At, An 
(t = Ar y n = mr). 

Lorsque le point A sera devenu point de contact , il occu- 
pera sur ox la position J3, telle que O'B = arc OA = s, 
et si l'on suppose les axes At, An entraînés, At viendra 
coïncider avec Bx et le point m occupera la position .M, 
telle que Bq = Ar = t * t Mq = mr = n. 

Si l'on désigne par X et Y les coordonnées du point M 
par rapport aux axes fixes Ox 9 Oy, on a donc 



X = Oq = 00' + OB + Bq= 00' + s + tf 
Y = Mq = n 

Or, en projetant le polygone fermé Armp C respecti- 
vement sur At et sur An, on a : 

t = (u — x) cos a + (v — y) sin a 

n = — (u — a?) sin a-\- (v — y) cos a 

Mais puisque le point A est sur la courbe r, on a 

# COS a -f- 2/ Sin a — f (a) 

et 

a? sin a — y cos a = f (oc) 

Par suite 

£ = w cos a + # sin « — T (°0 

W = — WSilla -|- ^ COS a ~j~ f (a) 

D'autre part, on a vu que 



oo' + s= I ^ A«)^ + f W 

Donc : 

"0(7 -f S -)- £ = U COS a + ^ s i n « + S A a ) ^<* 



Et comme 00' -f s -j~ « = Z et n = Y et que X et 7 
sont les .coordonnées d'un point quelconque de la roulette 
B décrite par le point m, l'équation générale des rou- 
lettes, engendrées par le roulement de la courbe r sur 
l'axe des x est 



\ X = U COS a -f- v sin « -f- i f(oc 

) J ° 

\ Y = — usina -f v cos a + / («) 
« étant un paramètre arbitraire. 



■)d* 



(3) 



En particulier, la roulette décrite par l'origine s'obtient 
en posant u = o et v = o; elle a donc pour équation 

X= ! f{a)da 

Exemple : Une parabole roule sur. une droite, trouver la 
roulette décrite par son foyer. 

On peut prendre pour origine le point de contact de la 
parabole lorsque l'axe de celle-ci est perpendiculaire à la 
droite fixe (prise comme axe des x). L'équation de la pa- 
rabole est alors x 2 — 2py. d'où -^ = — = tang «. On 
rjl dx p 

peut donc mettre cette équation sous la forme 

fx = p tang a 
/ y = |- tang 2 a 

ou encore 

p sin 2 a ~, , 

X Sin a — y COS a = 77 = fia) 

J 2 cos a ! v J 

Telle est l'équation de la parabole considérée comme 
enveloppe d'une droite mobile. Donc si u et v sont les 
coordonnées d'un point quelconque du plan, lorsque le 
sommet de la parabole est point de contact, la roulette 
décrite par ce point a pour équation d'après les formu- 
les (3) : 



X = u cos a + v sin a -j- ~y -7T 1°§ T 

TZ , , p sin 2 a 

Y . = — W Sin a + ^ COS a + -V 

a ce 



4- sin a 
1 sin a 



- sin a 



COS a 



<5 
La roulette décrite par le foyer s'obtient en posant 

u = o et # = -~- ? son équation est donc : 



4 & 1 — sin a 



Y=- p - 1 



2 COS a 



ou en éliminant a 



J' = -V cosli ' 



2 V J9 

c^est l'équation d'une chaînette. 

Traitons maintenant le problème inverse : Etant donnée 
une courbe quelconque, trouver V équation de la courbe qui 
en roulant sur une droite donnée engendre la courbe 
donnée. 

On peut toujours prendre la droite fixe comme axe des 
x ; la solution de ce problème peut alors se déduire de la 
forme de l'équation générale des roulettes, c'est-à-dire de 
la forme particulière des formules (3). 

La seconde de ces formules est la dérivée par rapport 
à a de la première ; donc lorsque l'équation de la courbe 
donnée est exprimée en fonction d'un paramètre arbitraire 
a et se trouve être de la forme : 

fr= *'(«) () 

F' étant la dérivée de F, on peut trouver immédiatement 
la courbe qui en roulant sur l'axe des x , engendre la 
courbe. donnée, en identifiant l'équation de cette courbe 
avec les équations (3). On obtient ainsi : 
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jF\ a ) = ^ COS a ~\- V SÎn a -f I /(a)d!a 

JP^a) = — W Sill a -f- V COS a -f /W 

La dernière de ces équations détermine la courbe cher- 
chée f(a) , à condition de connaître les constantes w et v ; 
or, comme les équations précédentes expriment des iden- 
tités, on obtiendra la valeur de ces constantes en posant 
a = , d'où : 

u = F K 0) v = F'(Q) 

et par suite : 

f {a ) -= jF(0) sin a — F(0) cos a + .*'(«) 

La courbe qui en roulant sur o$ engendre la courbe 
donnée a donc pour équation : 

\x sin a — y cos a = F(0) sin « — jF'(O) COS a + .F'(a) 
^ COS a + ^ sin a = F(0) COS a + i*'(0) sin a + F"(a) 

Si Ton prend pour origine, sans changer la direction 
des axes, le point de la courbe donnée dont les coordonnées 
sont u = jF(0) et v = F'(0) , les équations de la courbe 
cherchée se réduisent à : 

x sin a — y COS a -— F' {a) (r 

x cos a -f y sin a = F'\a) 

mais le roulement a toujours lieu sur l'ancien axe des x. 
Exemple : L'équation ordinaire de la cycloïde en fonc- 
tion d'un paramètre variable est : 

X = B (a — sin a) 
Y= B(l — cos a ) 

Ces équations sont donc de la même forme que les équa- 
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lions (4), c'est-à-dire que Y = -y- . Diaprés les formu- 
la 

les (5), en transportant les axes parallèlement à eux- 
mêmes au point dont les coordonnées sont u = F(0) et 
v = jF'(O) , l'équation de la courbe qui en roulant sur Fan- 
cien axe des x engendre la cycloïde, est : 

x sin a — y COS a = B (1 — COS a) 
x cos a -f- y sin a s= _B sin a 

Mais dans le cas actuel jP(0) = et F'(0) = 0, il n'y a 
donc pas lieu de changer les axes; du reste en éliminant 
a entre les dernières équations, on trouve : 

x" + (y — ny = b % 

équation d'un cercle tangent à l'origine à l'axe des x. Or 
la cycloïde passe elle-même par l'origine, donc le point 
générateur est sur le cercle mobile. 

Comme l'axe des x est ici la base de la cycloïde, on dira 
que le cercle est la déroulée de la cycloïde et, puisque le 
point générateur est sur le cercle, on voit que la cycloïde 
est une déroulante de sa déroulée. 

Considérons maintenant le cas général où la courbe 
donnée est une courbe quelconque : ¥ = <p(.X). On peut 
représenter la même courbe d'une infinité de manières en 
fonction d'un paramètre auxiliaire a ; on doit donc se de- 
mander si l'on peut toujours introduire un paramètre dans 
l'équation de la courbe donnée de telle sorte que l'Zde la 
courbe soit la dérivée de son X prise par rapport à ce 
paramètre, ou si cela est possible de plusieurs manières. 
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On doit avoir 1 ï? = Y d'où « = f ' ~ + e 

<X<2 11 

ce qui peut s'écrire, w étant une constante arbitraire : 

^ dX 



-f. 



,W (6> 



w est alors la valeur de X qui correspond à a = 0. 

De l'équation (6) on tire X en fonction de a et de la 
constante u : X = F(a,u). 

1 Cette remarque permet de démontrer facilement les théorèmes bien 
connus de Steiner : 

1° Lorsqu'une courbe roule sur une droite, Paire (en coordonnées 
cartésiennes) de la trajectoire décrite par un point m entraîné dans le 
roulement est à chaque instant égale au double de Paire (en coordon- 
nées polaires) de la podaire du point m par rapport à la courbe rou- 
lante (dans sa position initiale). 

Soit X, Y les coordonnées d'un point quelconque delà trajectoire du 

point m. Puisque ces coordonnées satisfont à la condition -r- = Y, 
on a : 

YdX = T 2 da 

^o J o 

ce qui démontre le théorème, car Y est évidemment égal à la distance 
du point m à la tangente à la courbe roulante qui est inclinée de l'angle 
a , donc Y est égal au rayon vecteur de la podaire. 

2° L'arc de la trajectoire du point m est à chaque instant égal à l'arc 
de la podaire. 

L'angle de la tangente à la trajectoire et de l'axe des x a pour tan- 

dY 
gente : jy , l'angle de la tangente à la podaire et de la normale à 

dY 
son rayon vecteur a pour tangente : y-, - , puisque ce rayon vecteur 

est égal à Y. Ces deux angles sont égaux puisque dX = Yda\ si l'on 
désigne par V la valeur commune de ces deux angles, l'élément d'arc 

de la trajectoire du point m est égal à : ~-~y et l'élément d'arc de la 

podaire à : -—^7 . Ces éléments sont clone égaux, toujours en vertu 
r cos V 070 

de la relation : dX = Yda. 
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On obtient ainsi l'équation de la courbe donnée 

r=cp(X) 

sous la forme voulue : 

X=F(ec,u) 

Ces équations représentent toujours la courbe 
donnée, quelle que soit la valeur attribuée à la constante 
u. Cette transformation étant opérée, l'équation de la 
courbe qui en roulant sur Taxe des X engendre la courbe 
donnée sera, d'après les formules (5) : 

( x sin a — y cos « = F' ^ («,w) (7) 

( x cos ce -f- y sin a = F" (a,u) 

à condition de transporter l'origine au point dont les coor- 
données sont : F (0,u) et F' (0,^), c'est-à-dire au point de 
la courbe donnée qui correspond à la valeur a = ; or on 
vient de voir que la valeur de X qui correspond à a = 
est u, c'est-à-dire qu'on trouvera toujours : 

F(0,u) = u F' (0,u) = <f(u) 

En d'autres termes les équations (7) représentent la 
courbe cherchée, en transportant l'origine au point de la 
courbe donnée dont l'abcisse est u. On voit alors que la 
constante arbitraire u n'est qu'un paramètre de position, 
et que si l'on fait varier ce paramètre, les équations (7) 
ne représentent pas une famille de courbes différentes, 
mais la même courbe dans différentes positions, ce à quoi 
l'on pouvait s'attendre puisque la courbe cherchée est 
mobile. 

Le problème est donc parfaitement déterminé et les 
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équations (7) en fournissent la solution sous une forme 
très commode, puisqu'il suffit de faire varier u pour obte- 
nir l'équation de la courbe cherchée dans toutes ses posi- 
tions et que la valeur de ce paramètre est l'abcisse du point 
générateur mobile sur la courbe donnée ; de sorte que Ton 
peut trouver directement la position du point générateur 
correspondant à une position donnée de la courbe mobile 
et réciproquement. 

Ainsi en résumé : étant donnée une courbe quelconque 

Y = cp (X) on peut toujours exprimer son équation en 
fonction d'un paramètre auxiliaire a de telle sorte que 

dX 

Y = -j- et cette transformation n'est possible que d'une 

doc 

manière. 

On retrouve ainsi les résultats obtenus géométriquement 
plus haut, à savoir que lorsqu'une courbe et une droite 
sont données, il existe toujours une courbe et une seule, 
qui en roulant sur la droite donnée engendre la courbe 
donnée. 

Exemple : Quelle est la courbe qui en roulant sur l'axe 
des x engendre la courbe exponentielle : Y = e x ? 

Soit m un point quelconque de la courbe d'abcisse u, 
on a: 






e~ x 



D'où: 



X = log 1 

e -u — . a 

r = l 

e -u — a 



Cette équation représentera courbe donnée, quel que 
soit Uj et l'on a bien pour a = o: 

X = u et Y = e u 

Si donc on prend le point m pour origine, l'équation de 
de la courbe cherchée (dans la position qu'elle occupe 
lorsque le point générateur est en m) est, d'après les for- 
mules (7) : 

1 



x sm a — y COS a = — 
x cos a -f- y sin a -- 



e -u — a 
1 



(e-M — a)" 



En général, on ne recherche que la nature de la courbe 
mobile, sans se préoccuper d'obtenir son équation dans ses 
différentes positions ; on donne alors à u telle valeur par- 
ticulière que l'on voudra, choisie de manière à simplifier 
les calculs. Ainsi, si la courbe donnée coupe l'axe des Y 
(ce que l'on peut toujours supposer, puisqu'on dispose du 
choix de l'origine sur l'axe des x), on peut poser u = et 
le résultat final est l'équation de la courbe mobile dans la 
position particulière qu'elle occupe lorsque le point géné- 
rateur est sur l'axe des Y; cette équation ne contient 
alors plus de constante arbitraire. Ainsi dans l'exemple 
précédent, en prenant dès l'abord u = O, on aurait trouvé 
comme équation de la courbe mobile : 



x sm a — y. COS a = 
x cos a -f- y sin a = 



1— a 

1 

(T=^r 



l'origine étant transportée au point d'intersection de la 
courbe donnée avec l'axe des Y, Dans le cas où la courbe 



donnée passe par l'origine, il n'y a plus lieu de changer 
les axes lorsqu'on pose u = 0, car les équations (7) repré- 
sentent alors la courbe mobile lorsque le point générateur 
est à l'origine. 

La méthode analytique que nous venons d'employer 
conduit à la même discussion que la méthode géométrique : 

Aux points de rencontre de la courbe donnée avec la 
droite fixe qui est ici l'axe des X, on a Y = cp (X) = 
et par suite en ces points, la valeur de a (éq. 6) devient 
généralement infinie, c'est-à-dire que la courbe mobile 
aura un point asymptotique et que le point générateur ne 
pourra jamais traverser la droite fixe, quoiqu'il puisse 
s'en rapprocher autant que l'on voudra. 

Ainsi une courbe quelconque peut être engendrée d'une 
manière et d'une seule par le roulement d'une courbe sur 
une droite donnée, pourvu que celle-ci ne rencontre pas 
la courbe donnée (ce qui veut dire que si elle la rencontre 
on doit supprimer les éléments de la courbe qui se trou- 
vent sur la droite). 

Exemple : Quelle est la courbe qui en roulant sur une 
droite engendre une droite? 

1° Les deux droites sont parallèles, c'est-à-dire ne se 
rencontrent pas: le problème est possible sans restriction. 

En prenant l'axe des# comme base du roulement, la 
droite qui doit être engendrée a pour équation : Y = b . 

n a rx dx i /v N 

On a donc : a = I -r- = -r (A— u) 

La nouvelle équation de la droite est ainsi : 

X = u-j-ba, 
Y=b 



d'où pour équation de la courbe cherchée, l'origine 
étant au point de la droite dont l'abcisse est u : 

x sin a — y cos a = b 
x cos a. -\- y sin a — 

c'est-à-dire : x" -f y 2 = 6". La courbe mobile est un cer- 
cle ayant son centre au point générateur. Dans cet exem- 
ple particulier, la constante u ne figure pas dans l'équa- 
tion de la courbe mobile ; cela tient à ce que l'équation du 
cercle relativement au point générateur est toujours la 
même, quel que soit u. 

Le cercle ne doit pas être considéré comme la déroulée 
de la ligne droite parce que dans cet exemple l'axe des x 
n'est pas une base de la droite engendrée. 

2° Les deux droites ne sont pas parallèles. On peut 
prendre l'origine à leur point de rencontre, l'axe des x 
étant toujours la base du roulement. L'équation de la droite 
donnée est alors : Y = m X 

tv * C x dX IX 

D ou : a = — ^ = — log - 

J u mX m D u 

La nouvelle équation de la droite est ainsi : 

\ X = u e m * 
( Y = mu e m * 

Donc, lorsque le point générateur est au point de la 
droite E (fig. 7) dont l'abcisse est u 9 la courbe cherchée a 
pour équation, relativement aux axes (x,y) : 

x sin a — y cos a = m u e m * (7 bis) 

x cos oc + y sin a = m 2 u e ma < 

On tire de ces équations : 
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x 2 -J- y" = m 2 (1 -f- m 2 ) u 2 epM* 

x m cos a -f- sin a 

et - = . — — — 

y m sm a — cos a 

Et en posant ; 

x 
x 2 -)- ^/ 2 = p 2 et - = — tang &> 

on trouve : a = &> — J5J, jB étant l'angle que fait la droite 
donnée avec Taxe des a?. L'équation polaire de la courbe 
est alors 



p = + u m y 1 -f- m 2 ê 



t m(co-E) 



du roulement, il faut que «, c'est-à-dire l'intégrale | 



Cette équation représente deux spirales logarithmiques 
égales et ayant même pôle. Ce pôle est du reste le point 
générateur ; celui-ci peut donc décrire toute la droite E 
excepté l'élément qui se trouve sur Ox. 

Une courbe quelconque étant donnée, pour que le point 
générateur puisse traverser ou seulement toucher la base 

**dX 

u cpX 

reste finie aux points de rencontre de la courbe avec la 

base; or en ces points, 9 (X) = 0. Donc si X° est une 

X — X 
racine de © (X) il faut que l'expression — 7^^ tende vers 

<P ( A ) 
zéro lorsque X tend vers X , ou en prenant le rapport des 

1 
dérivées, que: , , v , = 

<P ( X o) 

dX. 
c'est-à-dire que le rapport -^ doit être nul aux points de 

rencontre, ou encore: la droite fixe ne doit couper la 
courbe donnée qu'à angle droit. 

Lorsque cette condition est remplie, on dit que la droite 



fixe est une base de la courbe donnée et la courbe mobile 
correspondante en est la déroulée. 

Ainsi pour trouver la déroulée d'une courbe quelconque, 
on se servira de la même méthode que précédemment, en 
ayant soin seulement de prendre comme axe des x une 
base de la courbe donnée. 

Exemples : 

1° Déroulée d'une droite. L'axe des x doit être perpen- 
diculaire à la droite donnée. Le coefficient angulaire de 
celle-ci est infini ; or si l'on donne à m une valeur infi- 
nie dans l'équation de la spirale logarithmique trouvée 
précédemment, cette spirale est rejetée à l'infini. 

Ainsi la ligne droite n'a pas de déroulée, ou si l'on veut 
sa déroulée est comme sa développée une courbe quelconque 
rejetée à l'infini dans une direction perpendiculaire à la 
sienne. Le roulement de cette courbe revient alors à une 
rotation autour d'un point à distance infinie, c'est-à-dire 
à une translation. 

Quoique la ligne droite ait apparemment une infinité de 
bases, elle n'en a qu'une en réalité, puisque le roulement 
qui détermine sa génération se passe à l'infini et que tou- 
tes les bases de la droite se confondent à l'infini, 

2° Déroulée du cercle : L 5 équation d'un cercle en pre- 
nant comme axe des x une de ses bases, c'est-à-dire un 
quelconque de ses diamètres est : X" -J- Y" = B% d'où : 

- C X dX _ * :? 

a ~~ J ±i/l î =Z 5 - arcsm j? 

par suite : 

X = B sin a 

Y = B COS a 



Donc en prenant l'origine au point de rencontre du 
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cercle avec Taxe des Z, l'équation de la déroulée du cer- 
cle est: 

x sin a — y cos a ■== B cos « 
x cos « -f- ?/ sin a = — i? sin a 

c'est-à-dire, par rapport à l'ancienne origine : 

x sin oc — y cos « ~ 
# cos a + ?/ sin a = 

donc la déroulée du cercle est, comme sa développée, un 
point qui coïncide avec son centre. 

3° Déroulée des coniques. L'axe des x doit être une 
des bases de la conique, c'est-à-dire un de ses axes réels. 

On peut prendre l'origine à l'un des sommets ; l'équa- 
tion de la conique est alors de la forme : 

y* = ± a* x 2 + âpx (8) 

La conique sera une parabole lorsque a = 0, et lorsque 
a est différent de zéro, l'équation (8) représente une ellipse 
ou une hyperbole suivant que l'on prend le coefficient a 2 
avec le signe moins ou avec le signe plus. 

D'après ce qu'on a vu plus haut, puisque la conique 
passe par l'origine on obtiendra directement l'équation de 
la courbe cherchée dans la position qu'elle occupe lorsque 
le point générateur est à l'origine (c'est-à-dire au sommet 
de la conique) en posant u = et sans avoir à changer 
les axes. 

Déroulée de la parabole : L'équation de la parabole est: 
y* = 3px, donc : 



J o 



dx s / 2x 



+ y 2px — y p 
La nouvelle équation de la parabole est alors 
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\y=pa 

L'équation delà déroulée (par rapport aux mêmes axes) 
est donc : 

x sin a — y COS oc = poc (9) 

x cos a -f y sin a = p 

Nous rechercherons plus loin la nature de cette courbe ; 
pour le moment nous nous bornerons à donner l'équation 
de la déroulée. 

Déroulée de V ellipse : L'équation de l'ellipse est : 

y* — — a~x* -f 2px. 
D'où : 

dx 1 / cfx 
arc cos il - 



Px 

OC === I ~~. r 1 S j ~ - ail; UUt3 \ JL ~ 

La nouvelle équation de l'ellipse est donc : 



x = ~ (1 — cos aa) 

a 

p . 

y = - sin Cloc 

J a 
Et par suite, l'équation de sa déroulée est : 

x sin oc — y cos a = - sin (aa) , , A n 

^ a K J (10) 

a? cos oc + 2/ s i n <* =P c °s (fl«) 

On a vu qu'à chaque base d'une courbe correspond une 
déroulée, mais quoique l'ellipse ait deux bases, ses deux 
déroulées sont des courbes de même nature et toutes deux 
sont comprises dans les équations (10), car l'équation (8) 
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peut se rapporter aussi bien au sommet du petit axe qu'à 
celui du grand axe ; dans un cas a < i, dans l'autre a> 1. 

Il en est en général de même des courbes qui ont plu- 
sieurs bases. 

'Déroulée de l'hyperbole : L'équation de l'hyperbole est : 
2/ 2 = $V -j- 2px. Pour passer du cas de l'ellipse au cas 
de l'hyperbole, il suffit de remplacer a 2 par — a\ c'est-à- 
dire a par + ai. La nouvelle équation de l'hyperbole est 
alors, en employant les fonctions hyperboliques : 

X = — —„(1 — COSh Qa) 

y -— i, sinh aa 

° a 

et celle de sa déroulée : 

\ x sin a — y cos <x = - sinh (a«) (11) 

\ x cos a + y sin a = p cosh (ax) 

Nous terminerons l'étude du roulement d'une courbe sur 
une droite par la recherche de l'enveloppe d'une courbe 
entraînée. 

Lorsqu'une courbe participe au mouvement de la courbe 
mobile, chacun de ses points décrit une roulette. Pour 
trouver l'équation de l'enveloppe d'une courbe entraînée 
A, il suffit de se rappeler que: cette enveloppe est aussi 
V enveloppe de toutes les roulettes décrites par les différents 
points de A. 

Or pour avoir l'équation de cette famille de roulettes 
on écrira dans l'équation générale des roulettes (éq. 3) que 
le point (u,v) doit se trouver sur la courbe A, c'est-à- 
dire que si y = .<p (x) est l'équation de A dans sa position 
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initiale, on doit poser : v = cp (w) L'équation des roulet- 
tes décrites par les différents points de A est donc : 

\ x = u cos a -j- cp (%J sin a + | f(cc)d<z /-. 9 x 

y = — w sin a + <p (w) COS a -f- /'(<*) 

Cette équation ne contient qu'un paramètre arbitraire u 
et Ton obtiendra l'enveloppe cherchée en éliminant ce pa- 

ramètre entre les équations (12) et l'équation — ~ = 
~ -- qui est dans le cas actuel : 

' ( ) — sin « K<*) 4- cos « /*( <*) — ^ 

? ( ' _ COS a f(ot) — Sin a f(a) -f- cp (u) 

Exemple : 

Trouver l'enveloppe du diamètre d'un cercle qui roule 
sur une droite. 

L'axe des x est la base du roulement ; on peut prendre 
comme position initiale du cercle, celle où le diamètre 
considéré est parallèle à Ox et comme origine le point de 
contact correspondant. 

L'équation du diamètre est alors : y = B et par suite 
v = 9 (u) = B d'où <f(u) = 0. On a vu que pour le cer- 
cle f(a) — B (1 — cos a) : il faut donc éliminer u entre 
les trois équations : 

x = . u cos oc -f- B sin a 4- B (a — sin a) 

, y = — ^ sin a -f- i? COS ce -\- B (1 — COS a) 

a __ sina. i? (i — cos^) -f- cosa. Usina — u 
~~ cosa. jR (I — cosa) — sina. B sina -j- B 

qui deviennent après réduction : 
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IX= u COS a -f- B a 
\y = — u sin a -j- B 
( = jB sin a — u 

D'où en éliminant u 

( x = B (a -f- sin a COS oc) 
l y = B COS 2 a 

Ou en posant 2a = <p -)- tt 

= ^ (<p — si» <p) + w -g 

y = -(l — COS <p) 

L'enveloppe est donc une cycloïde dont la déroulée est 

7? 
un cercle de rayon -= . 

Les formules (3) permettent aussi de trouver l'équation 
du cercle des inflexions : on sait que les points d'inflexion 
d'une courbe 

X = cp(«) ï = X (a) 

sont déterminés par la condition. 

?'(«) x"M ~ ?"(«) x'(«) = ° 

Ainsi les valeurs de a, pour lesquelles la trajectoire du 
point u, v présente une inflexion, sont données par l'équa- 
tion 

[— u sin a + ^ cos a -f- /(a)] [u sin a — V COS a + /*"(«)] — 

[u COS a -f- V SUl a — /*(<*)]* = 

Réciproquement, le lieu des points u, v 9 qui pour une 
même valeur donnée « de « ont un point d'inflexion sur 
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leur trajectoire, est représenté par l'équation précédente 
en y remplaçant a par a, et regardant u et v comme les 
coordonnées d'un point du lieu ; cette équation représente 
alors un cercle dont le rayon a pour valeur 



) 



& = \ [f'M - f(* )J +f 2 k) + fMf'M-f'X*» 

ou 

R = ^[fM+f"Ml 

Ainsi ce rayon est la moitié du rayon de courbure de la 
courbe f au point où la tangente est inclinée de l'angle « . 
Les coordonnées du centre du cercle sont : 

Uq = ~ ~2 Siîl a ° l^'O*») — /l«o)] + C0S «.f («o) 
o = J c <> s « [f (a ) — f(a Q )] + Sitl a f (« ) 

Si Ton suppose le cercle entraîné dans le roulement, la 
trajectoire décrite par son centre s'obtient en remplaçant 
dans les formules (3) les coordonnées w, v par la valeur de 
u etv en fonction de « , que l'on vient de trouver: si dans 
l'équation de cette trajectoire on pose a — a oJ on trouve 
comme coordonnées du centre du cercle des inflexions 

c'est-à-dire, à cause de la valeur de l'arc de la courbe f 
donnée précédemment, que le cercle des inflexions est 
tangent à la droite sur laquelle a lieu le roulement au 
point de contact de la courbe roulante. 
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II Roulement S! une droite sur une courbe. Le problème 
général s'énonce : 

Étant donnée une courbe t, trouver V équation générale 
des roulettes décrites par les différents points du plan, 
lorsqu'une droite roule sur la courbe donnée. 

On prendra comme axe des x une des positions de la 
droite mobile, c'est-à-dire la courbe fixe r tangente à 
Taxe des x. L'équation de T est donnée sous la forme 

ix&mtù — y cos <*> = cp (&>) 
( x cos tù -f y sin &> = cp'( w ) 

et Ton a comme précédemment: <p(0) = et <p'(0) =00'. 
On a vu que si la courbe r roulait sur l'axe des x (fig. 6), 
un point m du plan, de coordonnées u et v, décrirait une 
roulette mM dont l'équation serait, d'après les for- 
mules (3), 

X = u cos go -j- v sin w -f I cp(w)dco 
Y = — u sin w + ^ cos go -f- cp(w) 

X et Y étant les coordonnées d'un point quelconque de 
la roulette s Si au contraire Taxe des x roulait sur la 
courbe r en entraînant m, ce point décrirait une autre 
roulette; mais si au lieu de chercher la roulette décrite 
par m P on cherche la roulette décrite par le point M, il est 
évident que lorsque Taxe des x roule sur r, le point M re- 
vient en m lorsque B vient coïncider avec A (puisque 
Bq = Ar et Mq = mr) quoique M ne suive pas le même 
chemin Mm, c'est-à-dire que le point X, Y revient au 
point u,v. Il suffit donc de permuter les lettres X, Zavec 
les lettres u, v dans les dernières équations., ce qui donne 
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X sin oo — Z cos go = cp(oo) — v 

C<* (13) 

X cos oo — Z sin w = I <p((ù)dcù — u 

Telle est l'équation générale des roulettes décrites par 
le point u 9 v lorsque la droite Ox roule sur la courbe r. 

Le problème général inverse du précédent serait : Étant 
donnée une courbe quelconque et une droite, trouver sur 
quelle courbe doit rouler la droite pour engendrer la courbe 
donnée. Mais on a vu au commencement de cette étude 
que pour que ce problème soit déterminé, il faut se don- 
ner en outre la position du point générateur sur la courbe 
donnée qui correspond à la position initiale de la 
droite donnée. Ce problème offre donc peu d'intérêt, à 
moins que l'on n'astreigne la droite mobile à être constam- 
ment normale à la courbe donnée. On sait que dans ce cas 
la génération n'est plus possible que d'une manière et que 
le point générateur se trouve sur la droite mobile elle» 
même. 

Comme l'axe des x doit coïncider avec une des positions 
de la droite mobile, cet axe doit être choisi de manière à 
coïncider avec une des normales à la courbe donnée. 

On peut toujours mettre l'équation de la courbe donnée 
sous la forme 

- X cos oo — Y sin go = F '(go) 
X sin oo — Y cos go = F'(u>) 

go étant l'angle que fait la normale avec Taxe des x. Mais 
puisque le point générateur est sur la droite mobile, il 
doit être sur l'axe des x dans sa position initiale ; on a 
donc v = o dans les équations (13). Celles-ci peuvent 
alors s'identifier avec les équations de la courbe donnée, 
en posant 
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cp(co) ■= F' (on) 

Les coordonnées du point générateur seront du reste 

u = F(0) v = F'(0) = 

puisque la courbe F est normale à Taxe des x. 

Ainsi la courbe sur laquelle doit rouler une normale 
pour engendrer la courbe donnée a pour équation 

\x sin w — y cos co = F' (co) 
\x cos w -J- y sin « = F" (co) 

Ce sont bien les équations de la développée de la courb e 
F. 

Étant donnée une courbe cp tangente à Taxe des x } 
toutes les développantes s'obtiennent en posant v = 
dans les équations (13) et en faisant varier u. 

Exemple .-Développantes du cercle. Un cercle de rayon 
B et tangent à Taxe des x à l'origine, est l'enveloppe de 
la droite mobile : 

x sin go — y cos w = B (1 — cos co) 

Soit u l'abcisse d'un point quelconque de Ox ; la dévelop- 
pante du cercle donné engendré par le point u lorsque 
l'axe des x roule sur le cercle, a pour équation, d'après 
les formules (13) : 

t X sin w — Y cos co = B (1 — cos co) 

( — X cos w — Y sin &> = B (co — sin co) — w 

ou en transportant l'origine au centre du cercle : 

x sin co — • v cos co = B _ . N 

^ (14) 

— a? cos co — 2/ sin co = jB co — ^ 

Enfin lorsqu'une droite roule sur une courbe, en entrai- 
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nant une courbe donnée, on pourra trouver l'enveloppe de 
la courbe entraînée par la même méthode que précédem- 
ment, parce que cette enveloppe est encore dans ce cas 
l'enveloppe des roulettes engendrées par les différents 
points de la courbe entraînée. 

111° Roulement d'une courbe sur une courbe. On prendra 
comme axe des x la tangente commune aux deux courbes 
dans une quelconque des positions de la courbe mobile ; 
l'origine est d'ailleurs laissée arbitraire. Soit : 

x sin go — y cos go = cp (go) i cp (0) = 

. avec < 

x cos go + y sin go = 9' (00) f cp'(O) = OO 

l'équation de la courbe fixe G et : 

x sin a — y COS oc = f(cc) i f (0) = 

X COS a + y Sin a = /' (a) ^^ \ f '(0) = OÔ' 

l'équation de la courbe mobile D dans sa position initiale. 

On se propose : étant données les deux courbes f et cp de 
trouver V équation de la roulette décrite par un point quel- 
conque m du plan, dont les coordonnées sont net y dans sa 
position initiale , lorsque la courbe f roule sur la courbe cp. 

Lorsque le point p de la courbe D vient coïncider avec 
un certain point r de la courbe G (fig. 8), le point m se v 
trouve en un certain point M de sa propre roulette. Or, 
si l'on suppose que la courbe D roule sur la tangente Ox, 
lorsque le point p sera devenu point de contact en q et 
que D occupera par conséquent la position D', le point m 
se trouvera transporté par ce roulement en un certain point 
n ; si maintenant la tangente Ox roule sur la courbe fixe 
C en entraînant la courbe D' et le point n, lorsque le point 
q viendra coïncider avec r (puisque O'q = arc O'p 
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= arc Or) la courbe D' prendra la même position que si 
elle avait roulé sur la courbe C, donc aussi le point n 
viendra coïncider avec M. 

Ainsi le roulement d'une courbe D sur une courbe C 
peut être décomposé en un roulement de la courbe D sur 
la tangente Ox et un roulement de cette tangente sur la 
courbe C. 

Si l'on désigne par u^v, les coordonnées du point w, 
l'équation de la roulette mn est, d'après les formules (3) 

C* 

1 = u cos a 4- v sin a + I /*(«) <#a 

^ = — ^ sin a +- V cos a -f /*(«) 

De même, si X et F" sont les coordonnées du point Jf, 
l'équation de la roulette w-M" est, d'après les formules (13): 

iX sin go — F cos go — cp (go) — ^ 
— X cos go — F sin go = cp (go) ^go — ^, 

Il suffit maintenant d'éliminer u , et v, entre les quatre 
dernières équations pour obtenir celles de la roulette mM. 

On trouve ainsi : 

(15) 

l X Sin go — FCOS go = U Sin a — ^ COS a -f- cp (go) — -/"(a) 

/ X cos go + F sin go = u cos « -f- «; sin a + ? («) — f (<*). 
en remarquant que : 

00' + arc OV = OÔ' + arc ô^> 

c'est-à-dire : 

p cp (*>) da> + cp' ( W ) = f * fia) da + f (a) (16) 

équation qui fait dépendre a de co. 



L'équation (15) est générale, c'est-à-dire qu'elle s'ap- 
plique aussi bien au cas où la courbe D roule extérieure» 
ment sur la courbe C. 

L'enveloppe d'une courbe entraînée se trouverait tou- 
jours par la même méthode que précédemment. Nous nous 
occuperons plus particulièrement de la roulette décrite par 
l'origine et dont l'équation s'obtient en posant u = et 
v = dans les formules (15) : 



X sin g) — Y cos & = <p (&>) — f(a) 
X cos où -f- Y sin w = cp' (a>) — /*'(«) 



(17) 



Lorsque les courbes f et 9 sont symétriques par rapport 
à leur tangente commune, on a go = — « et <p (&>) = — 
/(a) d'où cp'(oo) d&> = — f (a) <fc et comme du = — dx, 
il en résulte : ?'(&>) = /*(«). Substituant ces valeurs dans les 
formules générales, on obtient pour équation de la trajec- 
toire décrite par un point u,v: 

X = *u cos 2 a -\- v $in2 a ~{- 2 f(x) sin a 
Y = — u sin 2 a -f- V COS 2 a + 5 /(a) cos ^ 

Les formules (15) peuvent être interprétées d'une ma- 
nière plus large : une courbe f roule sur une droite pen- 
dant que cette droite roule sur une autre courbe fixe cp, les 
deux roulements étant indépendants l'un de l'autre, c'est-à- 
dire que les courbes f et cp n'ont plus un point de contact 
commun, mais simplement une tangente commune. Les 
formules qui donnent la trajectoire d'un point quelconque 
sont toujours les mêmes, seulement les angles a> et a ne 
dépendent plus l'un de l'autre par la relation (16). Cette 
relation devra être remplacée par une autre déduite des 
données de chaque problème particulier. 

Exemples : Une courbe f roule sur une droite pendant 
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que celle-ci roule sur une courbe fixe cp, de telle sorte que 
les arcs des deux courbes qui ont subi le roulement soient 
constamment égaux. La trajectoire décrite par un point 
u,v du plan est toujours représentée par les formules (15), 
La distance a des deux points de contact de la tangente 
commune aux deux courbes reste constante et en exprimant 
que les arcs des courbes sont égaux, on obtient comme 
relation faisant dépendre co de a : 

f(ot) doc 4- f(a) + a= 1 ?(<*>) ^ w + ?' («) 

en prenant pour axe des x la tangente commune dans la 
position initiale des courbes. Cette relation ne diffère de 
la relation (16) que par l'introduction d'une constante. 

Si au lieu de conserver l'égalité des arcs, on conserve 
celle des angles de rotation, c'est-à-dire si la courbe /et la 
droite mobile tournent d'angles égaux pendant des temps 
égaux, la relation qui fait dépendre w de a est simplement : 
M = a. Les équations de la trajectoire d'un point, sont 
alors, en les résolvant par rapport à X et à F : 

X = U -f ■ [<p(a) — f(a)} Sin a -f [?'( a ) — f'ipO] cos <* 
Y — V — [<p(a) — /(oc)] COS a -j- [cp'(oc) — jf(a)] sin a 

Des lignes cycloïdales: Comme les mots : épicycloïdes, 
lignes cycloïdales, etc., ont été employés dans des sens 
différents par les divers auteurs, nous devons définir exac- 
tement le sens que nous attribuerons à ces termes. 

Étant donné un cercle mobile roulant sur un cercle fixe, 
toute ligne engendrée par un des points du cercle mobile 
sera appelée ligne cycloïdale. Ces lignes seront divisées 
provisoirement en deux genres : Si les deux cercles sont 
du même côté de leur tangente, la ligne cycloïdale appar- 



39 

tient au genre hypocycloïde] s'ils sont de côtés différents, 
elle appartient au genre épicycloïde. Le cas limite qui sé- 
pare les deux genres est celui de la cycloïde (lorsque le 
cercle fixe devient une droite), ou celui de la développante 
de cercle (lorsque le cercle mobile devient une droite). 

Étant donné un cercle mobile roulant sur un cercle fixe, 
toute ligne engendrée par un point quelconque du plan 
entraîné dans le mouvement sera appelée ligne trochoïdale. 
Ces lignes seront divisées en hypotrochoïdes et épitrochoides 
d'après la même règle que les lignes cycloïdales. 

Soit B le rayon du cercle fixe (fig. 9). Ce cercle est 
l'enveloppe de la droite mobile : 

x sin go — y cos &> = B (1 — ~ cos &>) 

en prenant l'origine au point de contact. Soit r le rayon du 
cercle mobile : ce cercle sera du même côté de l'axe des x 
que le cercle fixe ou de côté différent suivant que r sera de 
même signe que B ou de signe contraire. Le cercle r, dans 
sa position initiale, est l'enveloppe de la droite mobile : 

x sin a — y cos oc = r (1 — cos a) 

et la roulette engendrée par l'origine sera une hypocycloïde 
ou une épicycloïde suivant que r est de même signe que B 
ou de signe contraire. Cette roulette a pour équation, 
d'après les formules (17) : 

X sin go — Y cos oo = B (1 — cos &>) — r (1 — cos a) 
X cos &) + Y sin oo = B sin co — r sin a 

a dépendant de go par la relation (16) qui ici se réduit à : 
r a = B go 
Reportant cette valeur de a dans les équations précé- 
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dentés, et résolvant par rapport à X et à Y on obtient 
l'équation ordinaire des lignes cycloïdales : 

( f _ R \ 

i X = r sin I « ) — (r — J?) sin w 



/r- 



i? — f cos (- « ) + (*" — -B) cos ' 



oo étant l'angle au centre du cercle B correspondant au 
point de contact des deux cercles et compté à partir de 
Taxe des 2/. 

Cherchons encore l'équation des lignes cycloïdales con- 
sidérées comme enveloppe de leur tangente et en les rap- 
portant à des axes choisis en vue de faciliter l'étude de la 
génération des coniques, que nous traiterons plus loin. 

Nous prendrons les nouveaux axes dans la position 
qu'ils occupent dans la fig. 10; c'est-à-dire l'origine au 
centre du cercle fixe, l'axe des x passant par le point de 
contact des deux cercles dans leur position initiale. Il faut 
donc remplacer X par y et Zpar B — x. La ligne cycloï- 
dale engendrée par le point A a ainsi pour équation : 

(r — B \ , ^ 
x = r cos ( o) ) — (r — M) cos go 

y = r sin ( w I — (r — B) sin oo 

&> étant toujours l'angle au centre du cercle fixe. 

Soit maintenant q? l'angle que fait la tangente à la ligne 
cycloïdale avec le nouvel axe des x; on a : 

(EL) 
dy ___ \do)J _ 

dx — fdx \ ~ ^ 

\d(ù) 
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En remplaçant \~-\ et ( -.— ) par leur valeur, on trouve 

que : 

2r 

Keportant cette valeur de « dans l'équation de la ligne 
cycloïdale, celle-ci devient : 

[x = r cos (2 T £=^j) - (r - B) cos (29 ^-^ 
| y = r sin (2, £=^|) - (r - B) sin (2, —-^ 

En combinant ensemble ces équations, on a finalement 
pour équation générale des lignes cycloïdales considérées 
comme enveloppe de leur tangente : 

(7? 

x cos cp -f- y sin cp = B cos ( ^ ^ « 

et sous cette forme, on reconnaît la déroulée de l'ellipse 
(équation 10). 

Sur une classe de lignes cycloïdales : Jusqu'ici nous 
n'avons considéré que les lignes cycloïdales obtenues en 
faisant varier r de — ©c à + ©c , mais l'étude de ces 
lignes doit être poussée plus loin : lorsqu'on donne à r une 
valeur imaginaire, c'est-à-dire lorsqu'un cercle imaginaire 
roule sur un cercle réel, les lignes cycloïdales engendrées 
sont en général imaginaires, mais il n'en est pas toujours 
ainsi et il existe une infinité de courbes réelles qui sont 
engendrées par le roulement d'un cercle imaginaire sur un 
cercle fixe réel. 



Donnons en effet à r une valeur imaginaire et posons : 
r = a -f- pi ; ce rayon dépend alors de deux paramètres a 
et p , de sorte que même si Ton donne à a une valeur par- 
ticulière, le rayon r peut encore prendre une infinité de 
valeurs si on laisse p arbitraire. 

7? 
Posons donc <j = — et laissons p variable. Le rayon du 



cercle mobile est 



R , . 

9 +P* 



d'où : 

2r — R = 2pi . 

En reportant cette valeur dans l'équation générale des 
lignes cycloïdales, celle-ci devient : 

x sin ç — y cos cp = 2p% sm I ^— . cp 

7? 

f a? cos cp + y sin cp = R cos ( ^ cp 

On voit que les imaginaires disparaissent et que l'équa- 
tion devient, en employant les fonctions hyperboliques : 

x sin cp — y cos cp = 2p sinh f -^- 9 ) 

a > (19) 



# cos cp -j- 2/ sin cp = i? cosh » 9 

et sous cette forme on reconnaît la déroulée de l'hyper- 
bole (éq. 11). 

Ainsi les lignes cycloïdales engendrées par le roulement 
d'un cercle imaginaire sur un cercle réel, sont des courbes 
réelles, lorsque le rayon du cercle imaginaire est de la forme 

r = "ô" "f~ P^ P étant un paramètre arbitraire qui peut 
varier de — oc à -f- «= • 
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Il y a donc une infinité de pareilles courbes et nous 
leur donnerons le nom de paracydoïdes. 

En résumé on a la classification suivante des lignes 
cycloïdales : 

1° B a une valeur finie : 

Hypocycloïdes : — oc < r < 

Epicycloïdes : < r < oc 

Développante de cercle : r ~ + oc 

7? 
Paracydoïdes : r = -^ -j- pi avec — oc < p < ~j- oc 

2° B est infini : 
Cycloïdes : — oo < r < + oc 

Il est intéressant de remarquer d'une manière générale 
que lorsqu'une courbe imaginaire roule sur une courbe 
la roulette décrite par un certain point du plan peut être 
réelle (mais les autres points décrivent des courbes ima- 
ginaires). 

IV. Génération des coniques. Les coniques, ainsi que 
toute autre courbe, peuvent être engendrées soit par le 
roulement de leur normale sur leur développée, soit par le 
roulement de leur déroulée sur leur base. Cette dernière 
génération est la seule qui nous intéresse. 

1° Parabole: L'équation de la déroulée de la parabole 
trouvée plus haut (éq. 9) est identique (à part la position 
des axes) à l'équation (14) ; cette déroulée est donc la dé- 
veloppante d'un cercle de rayon j? (fig. 11). Le point géné- 
rateur est le centre du cercle ; il se trouve donc bien sur 
la déroulée, parce qu'il est sur la tangente au point de 
rebroussement de la développante. 

Par suite la parabole est une déroulante de sa déroulée. 

2° Ellipse : On a vu que la déroulée de l'ellipse est une 
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ligne cycloïdale appartenant au genre hypocycloïde ou au 
genre épicyeloïde. En effet on peut identifier les équations 
(10) de cette déroulée avec les équations (18) en posant: 



p = 


:R 




iE=p 




a = 


B 


ou: 


) r -P a + 1 

\ 2 a 


(20) 


' 2r — B 





Quelles que soient les valeurs des coefficients p et a 
dans l'équation de l'ellipse, les valeurs correspondantes 
de B et de r sont toujours réelles, et réciproquement. 
Ainsi la déroulée d'une ellipse quelconque est une hypocy- 
cloïde ou une épicyeloïde 1 et réciproquement l'ellipse 
est toujours une des déroulantes d'une hypocycloïde ou 
d'une épicyeloïde quelconque. 

Il n'est du reste pas besoin de traiter séparément les 
deux axes de l'ellipse car, en donnant à a et hp toutes les 
valeurs possibles, on trouve deux fois la même ellipse : 
l'axe des x coïncidant successivement avec le grand axe 
et avec le petit axe. 

Le point générateur est toujours le centre du cercle de 
rayon i?, il se trouve donc sur les tangentes à tous les 
points de rebroussement de la ligne cycloïdale. 

La génération de la parabole n'est du reste qu'un cas 
particulier de celle de l'ellipse. 

La figure 12 représente P épicyeloïde dans ses différen- 
tes positions et l'on voit qu'à un tour complet de l'ellipse 



1 Cette génération de l'ellipse a déjà été démontrée en partant de la 
ligne cycloïdale; on en trouvera en particulier une démonstration 
géométrique dans la dernière édition du bel ouvrage de M. le colonel 
Mannheim sur la géométrie cinématique. Mais au point de vue du sujet 
que nous traitons, il était intéressant d'arriver au résultat par la voie 
inverse, c'est-à-dire en partant de l'ellipse. 
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correspondent deux boucles de la ligne cycloïdale. Le point 
A est le centre de courbure de l'ellipse correspondant au 
sommet parce que le point est le point de rencontre 
de l'ellipse avec sa base. 

Enfin les demi-axes de l'ellipse ont pour valeur en fonc- 
tion des coefficients a et p : 

D'où en remplaçant p et a par leur valeur (eq. 20) : 

_ (2r-Sy in- 3 ' 

S ou \ ~ S 

3° Hyperbole : Les équations de la déroulée de l'hyper- 
bole (éq. 11) peuvent être identifiées aux équations (19) 
de la paracycloïde en posant : 

/p = B (B = p 

B ou : p (21) 

[ a= T P U = fa 

Quelles que soient les valeurs des coefficients a etp, les 
valeurs correspondantes de B et p sont réelles et déter- 
minées et réciproquement ; donc la déroulée d'une hyper- 
bole quelconque est une paracycloïde et réciproquement^ 
l'hyperbole est toujours une des déroulantes de la paracy- 
cloïde. 

Les relations entre les axes de l'hyperbole et les rayons 
des cercles sont : 
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OU : { B 



\B ^ 2 P \ p ~ 2 

Le point générateur est toujours le centre du cercle de 
rayon B. 

En résumé : la déroulée d'une conique quelconque est 
une ligne cycloïdale et l'une des déroulantes d'une ligne 
cycloïdale quelconque est toujours une conique. De plus 
à une conique quelconque correspond une seule ligne cy- 
cloïdale, et réciproquement, de sorte que l'on peut étudier 
toutes les formes dont les coniques sont susceptibles en 
les considérant comme dérivées du cercle par roulement. 

V. Classification des coniques. On obtiendra toutes les 
formes de coniques en faisant varier les rayons des cer- 
cles : le cercle fixe B doit toujours être réel, mais le 
cercle mobile r peut être imaginaire. 

On divisera donc les coniques en deux genres : le pre- 
mier comprendra les coniques dont le cercle mobile est 
réel et l'on dira qu'elles appartiennent au genre ellipse ; 
le second genre comprendra les coniques dont le cercle 
mobile est imaginaire, on dira qu'elles appartiennent au 
genre hyperbole. 

Lorsque les rayons B et r varient proportionnellement, 
les lignes cycloïdales restent semblables à elles-mêmes et 
par suite aussi les coniques dont elles sont la déroulée. 
Comme deux coniques semblables ont la même forme, on 
obtiendra toutes les formes dont les coniques sont suscep- 
tibles en laissant B constant et ne faisant varier que r. 

Il y a donc trois cas à distinguer suivant que le rayon B 
est fini nul ou infini. 

1 er cas : le rayon B du cercle fixe a une valeur donnée 
finie. 
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Il faut donner à r toutes les valeurs possibles de — »> à -f- 

/ 7? 
et toutes les valeurs imaginaires de la forme ( — -f pi 



oc 



2 
p variant de — c*> à -f- :>D - 

I ° Genre ellipse : r varie de — co à -f- oc . On a trouvé 

plus haut pour valeur de r : r =-~ — — -- 

a étant le coefficient variable de l'équation de l'ellipse : 

y 2 = — a V -f- 2Bx 

Représentons par une courbe (fig. 13) la relation entre 
r et a ; cette courbe est une hyperbole équilatère dont les 
asymptotes sont l'axe des r et une parallèle à l'axe des a 

d'abcisse -^. 

Or, il suffit, pour obtenir toutes les formes possibles d'el- 
lipse de ne considérer qu'une des branches de l'hyperbole 
équilatère. En effet, si l'on considère deux points de cette 
courbe ayant des ordonnées a égales et de signe contraire 

la demi-somme de leurs abcisses est égale à -^, c'est-à- 
dire que si l'on désigne ces abcisses par r' et r" on a : 

r' + r" = R 

Or, d'après un théorème connu sur les lignes cycloïda- 
les, lorsque deux cercles roulent sur un même cercle fixe 
et que la somme algébrique des rayons des cercles mobiles 
égale le rayon du cercle fixe, ces deux cercles mobiles 
engendrent la même ligne cycloïdale et par suite la même 

ellipse. 

7? 

II suffit donc de faire varier r de — oc à +~ô- 

Pour r = — 3o ? le cercle mobile devient une droite 
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et l'épicycloïde est une développante de cercle : l'ellipse 
correspondante a reçu le nom de parabole. 

Faisons maintenant croître r : tant que r est négatif, 
la ligne cycloïdale est une épicycloïde qui se trouve en 
dehors du cercle 12, comme dans la fig. (12) et Taxe des x 
coïncide avec le grand axe de l'ellipse. 

Lorsque r = 0, l'épicycloïde se réduit au point A et 

lorsque ce point roule sur l'axe des x } le centre du cercle 

B décrit un cercle de même rayon ayant son centre au 

point A. 

7? 
Lorsque r croît de zéro à -„ , la ligne cycloïdale est 

une hypocycloïde dont les boucles sont en dedans du cer- 
cle de rayon A (fig. 14) et par suite l'axe des x coïncide 
avec le petit axe de l'ellipse. Mais les ellipses de cette 
catégorie ne sont pas les mêmes que les précédentes, car 
on a supposé que le rayon B était constant et comme ce 
rayon est aussi le rayon de courbure de l'ellipse au point 
0, on ne peut pas retrouver deux fois la même ellipse 
puisque les rayons de courbure correspondant à ses deux 
axes ne peuvent pas être égaux. 

Enfin, lorsque r = -g, on sait que l'hypocycloïde se 

réduit à une droite et par suite aucun roulement ne peut 
se produire. Mais en considérant ce cas comme cas limite, 

on voit que lorsque r est très voisin de ^ l'hypocycloïde 

a la forme ABC... (fig. 15) et lorsque les deux premières 
boucles AB et BG roulent sur Ox, le point décrit une 
ellipse E très petite dont le petit axe coïncide avec Ox. De 

z? 
sorte que le cas où r = ^ correspond à une ellipse éva- 
nouissante. 



49 

7? 
En résumé lorsque r varie de — 30 à -f— ^ on a le résul- 

tat suivant : 

r = — - oc développante de cercle parabole 

— 00 < r < épicycloïde ellipse allongée 

r = point cercle 

< r < -p hypocycloïde ellipse aplatie 

r = -^ droite point 



2° 6?ewe hyperbole : Le cercle mobile est imaginaire et 

5 



7? 
la valeur de son rayon est de la forme: -^ -{-pi? p 



variant de — oc à 4- 30 . 

On a trouvé plus haut : p = -p- , a étant le coefficient 

variable de l'équation de l'hyperbole : y* = $V -f- 2Bx. 
Représentons encore par une courbe la relation entre p et 
a (fig. 16) cette courbe est toujours une hyperbole équi- 
latère mais ses deux asymptotes coïncident avec les axes. 
Or il suffit de considérer seulement une des branches 
de l'hyperbole équilatère, car si l'on prend deux points sur 
cette courbe ayant des ordonnées a égales et de signe 
contraire, leurs abcisses p sont aussi égales et de signe 
contraire, de sorte que les rayons correspondants des cer- 
cles mobiles sont : 

r ~2 + 9% T = ~2 ~ p 
et ces rayons satisfont à la relation : 
r' -f 1» = R 
donc les deux cercles r et r" engendrent la même paracy- 

4 
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cloïde. Ainsi le théorème sur la double génération des 
lignes cycloïdales subsiste pour les paracycloïdes et on 
peut l'énoncer de la manière suivante : 

Lorsque deux cercles imaginaires roulent sur un même 
cercle réel et engendrent des paracycloïdes, ces paracycloï- 
des seront les mêmes si les rayons des cercles mobiles sont 
des imaginaires conjuguées. 

Il suffit donc de faire varier p de zéro à -f- 3 °- 

Mais il faut auparavant se rendre compte de la forme 
générale des paracycloïdes. 

Les paracycloïdes ont, ainsi que les autres lignes cycloï- 
dales un point de rebroussement au point A (fig. 17) ; Taxe 
des x est évidemment un axe de symétrie de la courbe de 
sorte que l'hyperbole engendrée par le point sera aussi 
symétrique par rapport au même axe. 

Mais la paracycloïde n'a jamais qu'un seul point de 
rebroussement et son rayon vecteur croît continuellement 
à partir du point A de sorte qu'elle est analogue à la 
développante de cercle. Par suite l'hyperbole est une 
courbe à branches infinies comme la parabole. 

En remplaçant les fonctions hyperboliques par les trans- 
cendantes ordinaires, l'équation de la paracycloïde devient : 



r R r 




x sin ç — y cos cp 
x cos cp + y sin cp 



dans laquelle cp est l'angle que fait avec Ox la tangente à 
la paracycloïde. Or à mesure que l'angle cp augmente, 
c'est-à-dire que Ton s'éloigne du point de rebroussement 



A, le terme e 2? tend vers zéro, de sorte que la paracy- 
cloïde se rapproche de plus en plus de la courbe : 

\ x sm cp — y cos cp = pe 2 % 
x cos cp + y sm cp ™ -^ e^ 

Or ces équations peuvent être identifiées aux équations 
(7 bis) en posant : 

B 



p — mu [m = 7r 



ou : 
B = 2m* u lu= -Â- 

Donc la paracycloïde a une asymptote curviligne et cette 
asymptote est une spirale logarithmique ayant son pôle à 
l'origine, c'est-à-dire au centre du cercle de rayon B. 

Du reste, à cause de la symétrie relativement à Taxe 
des $, il faut dire pour être complet que la paracycloïde a 
deux asymptotes curvilignes qui sont des spirales logarith- 
miques symétriques par rapport à Taxe des x, et ayant 
même pôle. 

Lorsque la paracycloïde roule sur la tangente au point 
de rebroussement, le centre du cercle iî, c'est-à-dire le 
pôle des spirales engendre l'hyperbole, et puisque ces 
spirales sont asymptotes à la paracycloïde, il arrivera un 
moment où on peut les considérer comme roulant elles» 
mêmes sur l'axe des x. 

Mais on a vu que lorsque une spirale logarithmique 
roule sur une droite, son pôle décrit une droite, et comme 
il décrit aussi l'hyperbole, cette dernière doit se rappro- 
cher de plus en plus d'une certaine droite située à distance 
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finie. L'hyperbole a donc deux asymptotes symétriques 

par rapport à Taxe des x. D'ailleurs on se rappelle que m 

était le coefficient angulaire de la droite décrite par le pôle 

7? 7? 

de la spirale, et comme m = 7r = -j on voit que les 

œp A 

asymptotes de l'hyperbole sont inclinées sur Ox d'un angle 
dont la tangente est égale au rapport des axes. 

Faisons maintenant varier p de zéro à l'infini. 

Pour p = le rayon du cercle mobile est réel et égal à 

7? 

p-. On sait que dans ce cas la ligne cycloïdale est une 

droite : dans le cas de l'ellipse, en donnant à r des valeurs 

très voisines de — on a trouvé que l'ellipse se réduisait à 

7? 
un point . Mais ici il faut faire tendre r vers — par des 

valeurs imaginaires, de sorte que la limite n'est plus la 
même. Lorsque p est très petit, m est très grand et l'on a 
vu que dans ce cas la spirale logarithmique est rejetée à 
l'infini et que son pôle décrit l'axe des y. L'hyperbole éva- 
nouissante est donc une droite passant par le centre du 
cercle B et perpendiculaire au diamètre que décrit le point 
A du cercle mobile r. 

Lorsque p croît continuellement de zéro à l'infini, m 
diminue de même donc aussi l'angle des asymptotes de 
l'hyperbole. On peut distinguer dans cette décroissance 

deux périodes séparées par la valeur p = -^ pour laquelle 
m = 1 valeur qui correspond à une hyperbole équilatère, 
Donc pour les valeurs de p comprises entre zéro et -^ 
l'angle des asymptotes est obtus et pour les valeurs com- 
prises entre -^ et l'infini, cet angle est aigu. 
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Enfin lorsque p = oo , r est aussi infini, la paracycloïde 
est une développante de cercle et la conique correspon- 
dante une parabole. 

Ainsi en résumé, on a le tableau suivant : 

7? 
p = r = -p droite droite 

<K| paracycloïde h *J£™ e 

__ JR _ R ( 1 , . paracycloïde hyperbole 

Z 3 ~~ ^ r ~~ ir "^ équilatère équilatère 

^ ^ ^ _ ™.™w^ hyperbole 



< p < do paracycloïde 



allongée 



développante T , 

p = oo r = - de c ^ de parabole 

On voit que le passage du genre ellipse au genre hyper- 
bole se fait soit par la valeur r = =*> c'est-à-dire par la 

parabole, soit par la valeur r = ^ , mais dans ce dernier 

cas le passage n'est pas continu et Ton passe brusquement 
d'un point à une droite. 

II e cas : Le rayon R du cercle fixe a une valeur mille. 
Lorsque R varie, r varie proportionnellement parce que 
l'expression de r contient R en facteur, de sorte que les 
lignes cycloïdales et par suite les coniques restent sembla- 
bles à elles-mêmes. Le cas où R = n'est donc pas un 
cas distinct mais simplement un cas limite et les coniques 
qui correspondent à ce cas sont simplement les formes 
limites que l'on obtient lorsque les coniques étudiées pré- 
cédemment se déforment en restant semblables à elles- 
mêmes. 

Dans le genre ellipse, lorsque R = 0, r = ; la ligne 
cycloïdale se réduit à un point qui coïncide avec le centre 
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du cercle B ; l'ellipse correspondante est aussi un point 
Dans le cas de la parabole,, lorsque B = 0, r est indé- 
terminé car dan.s ce cas r = B X ^ = X =*> . On a 
donc un cercle qui roule sur un point ; la ligne cycloïdale 
est toujours un point qui coïncide avec le centre du cercle 
B. En considérant ce cas comme cas limite, on trouve que 
la parabole correspondante est une droite qui coïncide 
avec l'axe des x. 

Dans le genre hyperbole, lorsque B = 0, r = et 

p = 0; mais m =-„- a une valeur indéterminée. 

Les spirales logarithmiques asymptotes ont toujours 
leurpôle au centre du cercle J3, et comme celui-ci se réduit 
à un point, la paracycloïde se confond avec les deux spira- 
les; l'hyperbole dégénère alors en deux droites passant 
par le pôle commun des spirales ; du reste l'angle des 
deux droites peut prendre une valeur quelconque, puisque 
cet angle dépend de m qui est indéterminé. 

III e cas : Le rayon B du cercle fixe est infini. L'origine 
centre du cercle B est toujours le point générateur de la 
conique, mais la circonférence cle ce cercle est à l'infini 
ainsi que la ligne cycloïdale, de sorte que l'origine décrit 
toujours l'axe des y, c'est-à-dire que la conique est tou- 
jours une droite. 

Il est à remarquer que lorsque B est infini, r est en gé- 
néral infini, de sorte que les deux cercles sont des droites 
et la ligne cycloïdale est simplement un point à l'infini ; 

maisr=-p — — de sorte que lorsque a = — i, B 

étant infini, r a une valeur finie quelconque et la ligne cy- 
cloïdale correspondante est une cycloïde Cette cycloïde 
est à l'infini. 
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Donc en considérant toutes les formes possibles de coni- 
ques, nous avons rencontré toutes les espèces de lignes 
cycloïdales et l'on peut dire maintenant : 

Que la déroulée d'une conique quelconque est une ligne 
cycloïdale, et réciproquement que toute ligne cycloïdale est 
la déroulée d'une conique et d'une seule ou si Ton veut : 
Parmi les déroulantes d'une ligne cycloïdale quelconque se 
trouve toujours une conique. 
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CHAPITRE II 
Génération des courbes gauches 



Partie préliminaire 

Lorsqu'une surface développable roule sur un plan, son 
arête de rebroussement roule de telle manière que le plan 
osculateur de cette arête coïncide continuellement avec le 
plan fixe. Comme ce roulement est parfaitement défini, 
on dira qiïune courbe gauche roule sur un plan, lorsqu'elle 
roule de telle sorte que la surface développable corres- 
pondante roule sans glissement sur le plan, lorsqu'elle est 
entraînée dans le mouvement. 

On peut alors au point de vue du roulement remplacer 
la courbe gauche par la surface et vice- versa. 

On dira qu'un plan roule sur une courbe gauche, lorsque 
ce plan roule sur la surface développable dont la courbe 
gauche est l'arête de rebroussement. 

On est ainsi conduit à considérer une courbe gauche 
quelconque comme engendrée soit par le roulement d'un 
plan mobile sur une courbe gauche (ou sur une surface 
développable) fixe, soit par le roulement d'une courbe gau- 
che (ou surface développable) mobile sur un plan fixe. 

Cette génération étant tout-à-fait analogue à celle des 
courbes planes, il est inutile d'en recommencer la discus- 
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sion qui se ferait par les mêmes procédés et il suffit d'en 
rappeler les résultats : 

1° Etant donnée une courbe gauche E, un plan fixe D 
et un point m sur la courbe JE?, il existe une certaine 
courbe gauche G (ou une certaine surface développable 8) 
et une seule, telle que le point m engendre la courbe don» 
née, lorsque le plan D roule sur la courbe O(ou sur la 
surface S). 

Le point m peut être choisi arbitrairement excepté à 
l'un des points d'intersection du plan D avec la courbe 
donnée. 

Lorsque le plan D est astreint à rester constamment 
normal à la courbe donnée, le point générateur m est for- 
cément dans le plan D et la courbe G correspondante est 
appelée la développée de la courbe donnée. (La surface S 
dont G est l'arête de rebroussement sera dite surface dé- 
veloppée de la courbe donnée; cette surface est aussi l'enve- 
loppe des plans normaux à la courbe E). 

2° Etant donnée une courbe E et un plan quelconque D 
il existe une certaine courbe G (ou une certaine surface 
développable 8) et une seule, telle qu'un point m de l'es- 
pace engendre la courbe donnée E lorsque la courbe G 
(ou la surface S) roule sur le plan fixe D. 

Lorsque la courbe G roule sur le plan D, le point géné- 
rateur ne peut jamais traverser le plan quoiqu'il puisse 
s'en rapprocher autant que l'on veut ; donc, lorsque le plan 
donné rencontre la courbe E, la courbe G se compose de 
deux spirales gauches ayant un point asymptotique com- 
mun, à moins que le plan donné ne rencontre la courbe E 
qu'orthogonalement. Dans ce cas, on dira que le plan D 
est une hase de la courbe E et que la courbe G correspon- 
dante en est la déroulée ; (la surface S dont G est l'arête 
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de rebroussement sera aussi appelée surface déroulée de 
la courbe E). 

Il est nécessaire pour étudier analytiquement la généra» 
tion des courbes gauches, d'établir une théorie des rou- 
lettes gauches analogue à celle des roulettes planes. 

Sur la théorie des roulettes gaughes 

On donnera le nom de roulette gauche à la courbe en- 
gendrée par un point quelconque de l'espace entraîné dans 
le roulement d'une surface développable mobile sur un 
plan fixe, ou d'un plan mobile sur une surface développa» 
ble fixe. 

Lorsqu'une courbe plane roule sur une autre courbe 
plane non située dans le même plan, pour que le mouve- 
ment soit déterminé, il faut se donner la loi de variation 
de l'angle dièdre compris entre les plans des deux courbes. 
On appellera roulette tournante la courbe gauche engen- 
drée par un point de l'espace entraîné dans le roulement 
d'une courbe plane mobile sur une autre courbe plane 
fixe, l'angle des plans des deux courbes planes variant de 
plus suivant une loi déterminée. 

Nous arriverons à la détermination des roulettes gau- 
ches par la considération des roulettes tournantes; nous 
parlerons donc d'abord de ces dernières. 

Des roulettes tournantes. 

On se donne une courbe plane B fixe et une courbe 
plane A mobile qui touche la courbe B en un point 0' et a 
de plus la même tangente en ce point que la courbe fixe» 
L'angle des plans des deux courbes est 9. On demande la 
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roulette décrite par un point donné de l'espace lorsque A 
roule sur B et que l'angle varie suivant une loi donnée. 
On prendra comme axe des x la tangente commune aux 
deux courbes dans leur position initiale (fîg. 18), l'origine 
étant un point quelconque de cette tangente. L'axe des 
z sera la droite perpendiculaire à Ox située dans le plan de 
la courbe B ) et enfin l'axe des y sera la perpendiculaire 
au point sur le plan xOz> 
Soient 

x sin go — s cos co = cp(&>) 
| x cos go -f- z sin ça = cp'(w) 
y = 

les équations de la courbe B. Cette courbe est tangente à 
Ox, on a donc cp(0) = et cp'(O) = OU. 
Soient de même : 

0Sin«— yCOS« = f(a) ^ Q 

] x cos a + 2/ sin « = /"'(«) avec j = -^, 

Les équations étant données de la courbe A dans sa posi- 
tion initiale , on supposera d'abord que dans cette position, 
le plan de la courbe A coïncide avec le plan xOy, c'est-à-dire 

que e o = ~ S étant la valeur initiale de l'angle compris 

entre les plans des deux courbes. 

Si m est le point de la courbe A qui vient coïncider 
avec le point n de la courbe J5, les arcs O'm et On sont 
égaux; on a donc toujours entre les angles « et oo la rela- 
tion : 



} ft«)da 



Ci 



:« -f- f( a ) = ?( M )cfc) 4- <p'( w ) (21 bis) 
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Kemarquons maintenant que lorsque Parc O'm roule sur 
l'arc 0% en entraînant un point quelconque de l'espace, 
la position finale de ce point ne dépend pas de la loi de 
variation de l'angle 9 entre 0' et n, mais seulement de la 
valeur de l'angle 9 au point n. Ainsi pour trouver la posi- 
tion du point entraîné qui correspond à un point de con- 
tact quelconque n, on peut supposer que pendant le roule- 
mentale plan de la courbe A reste perpendiculaire à celui 
de la courbe B jusqu'à ce que le point m vienne en n, et 
qu'alors seulement ce plan s'incline en tournant autour de 
la tangente en n } jusqu'à ce qu'il fasse avec le plan^O^ 
l'angle B (qui correspond au point n). 

De plus on arrivera encore au même résultat si, au lieu 
de faire rouler l'arc O'm, sur l'arc 0% on suppose que la 
courbe A roule sur l'axe Ox jusqu'à ce que le point m 
devienne point de contact en p et que la courbe prenne la 
position A' 7 et qu'ensuite l'axe Ox roule sur la courbe B 
en entraînant A', car alors le points deviendra point de 
contact en n, puisque l'arc O'm = O'p = arc On. 

Ainsi le mouvement de la courbe A peut se décomposer 
en trois autres : 1° un roulement de la courbe A sur une 
droite Ox située dans son plan; 2° un roulement de la 
droite Ox sur la courbe B qui est encore un roulement 

/tt \ 

plan; 3° une rotation d'un angle I — — 9 I du plan ver- 
tical passant par la tangente en n, autour de cette tan- 
gente. 

Soient donc u, v, iv les coordonnées initiales d'un point 
quelconque de l'espace invariablement relié à la courbe 
mobile A. Après le premier roulement ce point vient en 
un point de coordonnées u A , v A , w i ; ces coordonnées sont 
fournies par les équations (3) relatives au roulement d'une 
courbe plane sur une droite : 
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U A = U COS a + V Sill a -j- I /(a)cîû 

fl 4 = — ■ W Sin a + ^ COS a -f- /(a) 

w 4 — w 



(22) 



la coordonnée w ne change pas puisque ce premier roule- 
ment est parallèle au plan xOy. 

Après le second roulement, le point u A9 v^ w i7 vient en 
u^ v^ w„ cette nouvelle position étant déterminée par les 
équations (13) relatives au roulement d'une droite sur une 
courbe plane : 

u, sin w — w % cos w -- 9(00) — w A 

, u^ cos &> -j- w 2 sin w = --- I cp(cd)d&) + «^ (23) 

t;, = *;, 

la coordonnée v A ne change pas puisque le roulement est 
maintenant parallèle au plan xOz. 

Reste la rotation de l'angle ( ~ — 8 ) autour de la tan- 
gente au point n. Soit Nie point de coordonnées u^ v^ 
w s ,(fig. 19); abaissons de ce point une perpendiculaire 
JVPsur Taxe de rotation nP. Si Ton élève en P la perpen- 
diculaire PS sur la tangente nP et dans le plan xOz, la 
rotation du point N a lieu dans le plan NPS et si M est la 
position finale du point N, on a PN = PM et angle 

NPM =^ — B. 

Soient X, Z, Z les coordonnées du point If ; Q et B 

les projections de ilf et de N sur le plan xOz, lesquelles 
projections se trouvent sur PS; prolongeons NM et soit 
(i l'angle ilf/SP. Comme P# fait avec Cte un angle égal à 

11 



w , on a les relations : 
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t X— u^ = — MN cos p sin co 

^ ^ s = JOT COS J/. COS CO 



F — ^ 2 - — M2V sin ^ 
relations que l'on peut écrire : 

X sin to — Z cos co = u^ sin oo — w 2 cos go — MN cos p. 
X cos co -f- Z sin co = ^ 2 cos co -f- w 2 sin oo 
7 =*;, - M^ sin pi 

ou encore, à cause des équations (23) : 

X sin oo — Z cos oo = cp(oo) — ■ w, — MN cos p 
X cos oo -f- Z sin oo = — I cp(oo)c?w + ^1 
F — v 9 —MN sin ^ 

De plus jlVJB = # s et PB = ^ ; de sorte qu'on trouve 
facilement les relations : 

MNcos f* = £> 2 cos 6 — ^ (1 — sin S) 
ïfiV sin fz = ^ cos 6 -)- # t (1 — sin 0) 

Reportant ces valeurs dans les équations précédentes, 
il vient : 

[ X sin oo — Z cos oj> = cp(oo) — v 2 cos B — w, sin 6 

X COS co -f- ^ Sin co — — I cp(oo)6?oo -f- U A 

Y = v^ sin e — w, cos 8 

Or v 2 = ^ , il ne reste donc plus qu'à remplacer ^ , 
^ , w A par leur valeur tirée des équations (22) pour obte- 
nir l'équation générale des roulettes tournantes (en tenant 
compte de l'équation 21 bis) : 
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Xsinoo-Zcosoo=[^sina-^cosa-f(a)]cos8+cp(ût))-^sme 
XcoSûL>+Zsinoo= ^cosa-f^sina+cp / ( w ) _ rW (24) 

Y=[-U8ma+VC08a+f(a)']&mQ--WC08Q 

équations dans lesquelles X,Y,Z sont des coordonnées cou» 
rantes d'un point quelconque de la roulette engendrée par 
le point initial u,v,w; est un angle variant suivant une 
loi donnée par exemple = F(m) et enfin a dépendant 
de go par la relation (21 bis). 

On voit que les équations (24) constituent une généra- 
lisation des équations (15) relatives au roulement plan 
d'une courbe sur une autre ; il suffit en effet de poser 9=0 
pour retrouver les équations (15). 

On a supposé que dans leur position initiale les plans 
des deux courbes AetB étaient perpendiculaires l'un sur 
l'autre. S'il en était autrement on commencerait par faire 
tourner le plan de la courbe A autour de Ox jusqu'à ce 
qu'il coïncide avec le plan xOz\ c'est-à-dire que si 6 est 
l'angle initial des plans des deux courbes, il faut faire 
tourner le plan de la courbe A autour de Ox d'un angle 

~ — 6 ). Cette rotation a pour effet de transporter un 

point quelconque u^v^w^ au point u v w donné par les rela- 
tions : 

u = u 

| v = v Q sin 6> -j- w Q cos e o (25) 

w = —v û cos Q -f- w sin 9 

Le reste du problème se traite comme précédemment; 
si donc u v w sont les coordonnées initiales d'un point 
entraîné, les équations (24) représentent toujours la rou- 
lette engendrée par ce point, à condition de remplacer 
u,v,w par leur valeur tirée des équations (25) ; mais l'on 
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voit que les quantités u,v y w sont des constantes; il n'est 
donc pas nécessaire de faire la substitution, et l'on peut 
considérer les équations (24) comme la formule la plus 
générale des roulettes tournantes, les quantités u 9 v,w 
n'étant seulement plus les coordonnées initiales du point 
entraîné, mais trois constantes qui en dépendent par les 
équations (25). 

Pour avoir l'équation de la surface engendrée par une 
courbe quelconque de l'espace entraînée dans le mouve- 
ment de J., et dont l'équation est : 

X^$(t) Y=X(t) Z=*¥(t) 

dans sa position initiale, il suffit d'écrire que le point 
u Q v Q w Q se trouve sur cette courbe : 

W = 4> (t) V - X(0 W Q = Y (t) 

Les équations (25) donnent alors up^w en fonction de t- 9 
on remplacera dans les équations (24) u,v,w par les 
valeurs obtenues et l'on éliminera t. 

Nous avons traité le cas le plus général, mais dans la 
plupart des problèmes particuliers on peut simplifier les 
équations. Ainsi, si l'on cherche la roulette engendrée par 
un point de la courbe J., on prendra comme position ini- 
tiale, celle où le point considéré est le point de contact ; 
on peut aussi prendre l'origine en ce point de contact, on 

a alors : 

u = v Q = w = 

d'où : ^ = v = w = 

et les équations (24) se réduisent à : 

X Sin où — Z COS co = cp(co) — f(a) cos S 

X cos (jo -j- Z sin co = cp'(w) — f'(oc) 

Y = f( a ) sin 6 
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Exemple: Supposons que les courbes A et B soient des 
cercles ; la roulette engendrée par un point quelconque de 
l'espace est alors une ligne trochoïdale tournante et la 
roulette décrite par un point du cercle mobile A est une 
ligne cycloïdale tournante. 

On a vu que dans le cas de deux cercles : 

f( a ) = r (1 — COS a) cp(to) = B (1 — COS co) 

et que la relation (21 bis) se réduit à : Ta = Bco, 

La ligne cycloïdale tournante décrite par l'origine a donc 

pour équation : 

(26) 

7? 
X sin co - Z cos co = B (1 - cos co) - r (1 - cos — co) cos 6 

X cos co -f- Z sin co = B sin co - r sin — co 

r 

B 
Y= r (1 - cos- co) sin S 
\ r J 

Pendant le mouvement, les normales G Cet G G aux 
plans des cercles, qui passent par leur centre, se rencon- 
trent toujours (figo 20) » Quelle que soit la position du 
cercle mobile, on peut toujours faire passer une sphère 
par les deux circonférences A et B; le centre de cette 
sphère est le point G dont les coordonnées sont : 

x = 

r — B cos 6 

y = : — ■ 

■ J sin 

z = B. 

Si donc on maintient l'angle constant pendant le roule- 
ment du cercle mobile, le centre G reste fixe, c'est-à-dire 

que la circonférence A reste constamment sur la surface 

5 



66 

(Tune sphère fixe dont le centre est en G et dont le rayon 
S = f/cc'* + B*. 

Un point quelconque de l'espace invariablement relié 
au cercle A se meut sur une sphère fixe de centre G: on 
dit qu'il décrit une ligne trochoïdale sphérique ; un point 
quelconque du cercle A décrit une ligne cycloïclale sphêri» 
que représentée par les équations (26) dans lesquelles 9 
est un angle donné constant. 

Nous parlerons plus loin des roulettes sphériques en 
général ; il n'est donc pas nécessaire de s'arrêter longue- 
ment sur les lignes cycloïdales sphériques, qui n'en sont 
qu'un cas particulier. Remarquons seulement que le roule- 
ment du cercle A sur le cercle B revient au roulement 
d'un cône de révolution dont le sommet est en G et dont 
la base est la circonférence A, sur un autre cône de révo- 
lution ayant même sommet et dont la base est la circonfé- 
rence JS. Si Ton considère une droite quelconque passant 
par le sommet commun des deux cônes et entraînée dans 
le roulement du cône A^ cette droite engendre un cône 
trochoïdal; si la droite considérée est une génératrice du 
cône A, on dira qu'elle engendre un cône cycloïdah 

On obtient facilement l'équation de ces cônes en expri- 
mant Téquation de la droite donnée au moyen d'un paramè- 
tre t et en éliminant ce paramètre comme il a été dit plus 
haut. 

On peut diviser les lignes cycloïdales sphériques en épi» 
cycloïdes sphériques et en hypocycloïdes sphériques, sui- 
vant que les deux cônes sont de côtés différents ou du 
même côté de leur plan tangent commun. 

Lorsque r = B cos 9, le centre G coïncide avec le cen- 
tre G'; la circonférence fixe B est un grand cercle de la 
sphère et le cône correspondant se réduit à un plan. Lors- 
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que le cercle A roule ainsi sur un grand cercle de la sphère 
on dit que l'un quelconque de ses points engendre une 
cycloïde sphérique, dont l'équation s'obtient en posant 
r — B cos 8 dans les formules (26). 

Lorsque B = r cos 5 le centre G coïncide avec le 
centre C" ; la circonférence A est un grand cercle de la 
sphère et le cône correspondant se réduit à un plan. 

On a donc un plan qui roule sur un cône de révolution ; 
la droite de contact du plan mobile engendre alors un cône 
développant d'un cône de révolution. Ainsi lorsqu'un grand 
cercle d'une sphère roule sur un petit cercle, un point 
quelconque du grand cercle engendre une courbe sphéri- 
que qu'on peut appeler la développante sphérique du cercle. 

En posant B = r cos 9 dans les équations (26) on ob- 
tient pour équation delà développante sphérique: 

B B 

X — B sin co cos — &> — r cos « sin — w 

r r 

P P 

1 Z = B — B cos go cos — go — r sin &> sin — &> 

r r 

B 



Y= i/r'—M* (1— cos- w ) 

On peut facilement transporter l'origine au centre de 
sphère et trouver l'équation des lignes cycloïdales sphéri- 
ques en fonction du rayon S de la sphère et des demi-an- 
gles A et 5 au sommet des cônes de révolution, en remar- 
quant que : 

, B= S sin A 

)r =8 sin § 

[Q = a — S 

Lorsque B — 2 r cos 9, le cercle A passe constamment par 
l'un des pôles du cercle fixe B, de sorte que toutes les 



boucles de la ligne cycloïdale correspondante passent par 
ce pôle. On retrouve donc ici toutes les différentes espèces 
de lignes cycloïdales excepté les paracycloïdes. 

Passons maintenant à l'étude des roulettes gauches et 
voyons comment on peut en trouver toutes les formules par 
la considération des roulettes tournantes. 

Nous considérons d'abord les surfaces cylindriques, puis 
les surfaces coniques, enfin les surfaces développables 
quelconques. 

1° Surfaces cylindriques. 

Lorsqu'un point de l'espace est entraîné dans le roule- 
ment d'un cylindre sur un autre cylindre, ce point décrit 
une roulette plane . 

Si Ton prend l'axe des z parallèle aux génératrices des 
cylindres. Les formules sont les mêmes que pour le roule- 
ment dans un plan ; on peut remarquer seulement que pour 
obtenir l'équation de la surface engendrée par une courbe 
entraînée : 

u = $(f) v = X (0 w = Y (t) 

on remplace u,v,w dans les équations des roulettes par leur 
valeur en fonction de t et l'on élimine £. 

II Surfaces coniques, 

En procédant comme pour les courbes planes, on est 
conduit à étudier d'abord le roulement d'un cône sur un 
plan, puis le roulement d'un plan sur un cône, enfin le rou- 
lement d'un cône sur un cône» 

Lorsqu'un cône roule sur un cône, un point quelconque 
de l'espace décrit une roulette sphérique. Toute courbe 
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sphérique peut être considérée comme engendrée par le 
roulement d'un cône sur un plan ou celui d'un plan sur un 
cône, (dans les deux cas le plan passe par le centre fixe de 
la sphère). 

Lorsqu'on astreint un plan mobile à être constamment 
normal à une courbe sphérique donnée, le cône sur lequel 
doit rouler ce plan pour engendrer la courbe donnée est 
le cône développé de cette courbe. 

Lorsqu'on se donne une courbe sphérique et un plan 
passant par le centre de la sphère, qui ne rencontre la 
courbe sphérique qu'orthogonalement, le cône qui engen- 
dre la courbe donnée en roulant sur le plan fixe est le 
cône déroulé de cette courbe. 

Du reste l'arête de rebroussement d'un cône quelconque 
est un point ; on ne parlera donc pas des développées ou 
des déroulées des lignes sphériques. 

VHonlemeni dhmcôncmr im plan : Prenons le plan 
sur lequel a lieu le roulement comme plan des xz et Pori- 
gine au sommet du cône (fig, 21). 

En coupant le cône par le plan 2 = 1 on obtient une 
certaine courbe A dont l'équation peut se mettre sous la 
forme : 

fxmi oc~y COS a = f(a) 
\ X COS a + V SÎll a = f(a) 
\ Z= 1 

Dans cette équation f{a) est la distance du point 0' 
(00' = 1) à la tangente mP à la courbe A, qui fait avec 
O'X' un angle a dans le plan # = 1. Comme la courbe A 
est tangente à O'X on a toujours f(0) = O.et f(0)= 0'0'\ 
De plus f(a) est la distance mP du point de contact à la 
perpendiculaire O'P. 
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L'équation du cône (OA) est alors évidemment: 

( X Sin a — Y COS a ---- Z f(a) 

puisque ces équations représentent l'enveloppe d'un plan 
mobile qui passe constamment par l'origine et que de plus 
en posant z = 1, on retrouve l'équation de la courbe A. 

Lorsque le cône (OA) roule sur le plan des##, la courbe 
plane A roule sur une certaine courbe B située dans le 
plan xOz et pendant ce roulement, l'angle dièdre compris 
entre le plan de la courbe A et celui de la courbe B varie 
suivant une loi déterminée ; si donc, connaissant l'équation 
de la courbe A, nous savons trouver l'équation de la courbe 
B (qui n'est que le développement de la section plane 
A) et si de plus nous savons exprimer la loi de variation 
de l'angle 9 en fonction de a par exemple, on pourra rem- 
placer le roulement du cône sur le plan par le roulement 
de la courbe plane A sur la courbe plane B et appliquer 
les formules relatives aux roulettes tournantes. 

Sur le développement de la section plane d'wi cône : On 
se propose, étant donné la section plane A, c'est-à-dire la 
fonction /(a), de trouver l'équation du développement B de 
cette section plane sur le plan tangent xOz (fig. 22), c'est- 
à-dire sur un plan perpendiculaire au plan de la section 
plane A. 

Si Ton suppose que l'équation de la courbe B relative- 
ment aux axes Ox et 0% est : 

( x sin oo -f- 2 cos oo = <p (go) 
( x cos oo ■ — 2 sin oo = <p ' (oo) . 

le problème revient à trouver oo et cp (oo) en fonction de a 
et fia). Il suffit pour cela de remarquer que oo est l'angle 
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que la tangente nQ à la courbe B fait avec Taxe O'X' ; 
que cp (go) est la distance Q de l'origine à cette tan- 
gente et cp'(oo) la distance nQ du point de contact n à la 
perpendiculaire OQ. 

Ceci posé, la tangente mP à la courbe A est perpendi- 
culaire sur O'P; cette tangente est aussi perpendiculaire 
sur 00' puisqu'elle est située dans le plan X'O'Y'; donc 
elle est perpendiculaire au plan OOP et par suite à la 
droite OP qui est dans ce plan, c'est-à-dire que l'angle 
mPO est droit. 

Or le plan mPO est le plan tangent au cône le long de 
la génératrice Om ; lorsque, par suite du roulement, ce 
plan tangent vient coïncider avec le plan XOZ, le point m 
vient en un certain point n de la courbe B; la tangente 
mP à la courbe A coïncide alors avec la tangente nQ 
à la courbe I?, puisque les courbes A et B ont toujours 
même tangente au point de contact; et comme V angle mPO 
est droit (et que Om coïncide avec On), il en résulte que 
le point P vient coïncider avec le point Q. On a donc : 
OP = OQ = cp(w) et mP = nQ = cp'(co). 

Enfin ~UF = (HP + OT 2 - 1 + f («), de sorte 
qu'on trouve les relations très simples : 

p (o)) = f(a) 



(27) 



En différentiant îa première on a : 

cp cp' du* — ff doc 

et comme cp' = f : cp^oo = /Sa, ou en remplaçant cp par 
sa valeur et intégrant : 

** f{*)da 



j o Y i + f («) (28) 
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Cette équation fournit la relation entre &> et « ; et en rem- 
plaçant a en fonction de oo clans l'équation (27) on obtient 
la fonction cpfV) 1 » 

Il ne reste plus pour pouvoir appliquer les formules 
des roulettes tournantes qu'à trouver la loi de variation 
de l'angle que fait à chaque instant le plan de la courbe 
mobile A avec celui de la courbe fixe J5 ? c'est-à-dire avec 
le plan xOz, Or puisqu'au point n 3 le plan tangent au 
cône le long de Om vient coïncider avec le plan^O^, l'angle 

n'est pas autre chose que l'angle de la section plane A 
(c'est-à-dire du plan z = 1) avec le plan tangent au cône 
le long de la génératrice Om. Ces deux plans se coupent 
suivant la tangente mP, et l'angle de ces deux plans est 
évidemment l'angle OPO' puisque O'P est perpendiculaire 
sur mPdans le plan de la courbe A; et que OP est per- 
pendiculaire sur mP dans le plan tangent. 

~ôâ or 

Or on a : sin (OPO') = =yp et cos (OPO') = = donc 

1 f( ) 

sin = t-v ou cos = '-}^ (29) 

cp(o)) cptco) 

Maintenant que la loi de variation de l'angle 6 est 
connue on peut se servir des formules trouvées pour les 
roulettes tournantes» Mais ces formules ont été établies en 
prenant O'X' comme axe des x, O'O comme axe des z et 
O'Y comme axe des y. 

Pour avoir l'équation des roulettes tournantes relative 

1 D'après un théorème connu, le point 0" est un point d'inflexion de 
courbe B, développement de la section plane A* Ce théorème peut se 
démontrer en remarquant que au point 0", f(a) = ; donc en ce point 

1 -f- f\a\ c'est-à-dire q>(co\ passe par un minimum, ce qui prouve le 
théorème puisque <p(co) = 0§, 
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aux axes OZ, OY } OZ, il faut, dans les équations (24), 
remplacer % par — {p — 1) et w par — (w • — 1). De 
plus dans ces mêmes équations, cp(co) représente la distance 
du point O à la tangente n Q ; cette distance est égale à 
~ÔQ — 00' cos w, il faut donc aussi remplacer cp(oo) par : 
cp(&>) — cos w et par conséquent </(&>) par çp'(&>) + sin go» 
Les équations (24) deviennent, après ces substitutions : 

X sin w -f Zcosw = (^ sin^ -vco$a - f) cos9 +- cp -h (w - 1 ) sin 9 
XcOSgo-^SHIgo-^ COSa -f VSiïïa -f 9'-/'' 

F= (- w sina 4- v cos« +■ f ) sin 9 -f (w~ 1) cos 9 

Ces équations sont les équations générales des roulettes 
tournantes relativement aux nouveaux axes et u 7 v, w, 
désignent bien les coordonnées initiales du point entraîné, 
puisque le plan de la courbe A est perpendiculaire à celui 
de la courbe B dans sa position initiale. 

Il ne reste plus qu'à remplacer cp(oo), cp'(oo), sin 9 et cos 9 
par leurs valeurs en fonction de /(«) tirées des équations 
(27) et (29). On trouve que le résultat se simplifie et Ton 
obtient pour équation générale des roulettes engendrées 
par le roulement d'un cône 

X sin a — Y cos ex = Z f(<x) 

sur le plan xO$. 

(30) 

X SillGO -f Z COSgo = [w + f(a) (u Sina - V COSa)] 



X cosgo - Zsin go = u cos a+v sin« 

Y= [- ^^Sin a -f V COS a -f W f\a)\ 



avec go 



f(a)da 



/i+ r» 
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équations dans lesquelles u, v, w, sont les coordonnées 
initiales du point entraîné et qui ne contiennent plus la 
fonction cp(«), mais dépendent seulement de f(a), c'est-à- 
dire de l'équation du cône donné. 

En particulier, la roulette décrite par un point de l'axe 
Oz{u = 0, v = 0) a pour équation, en résolvant par 
rapport à X et Z : 

y w • 

?TTrw f(a) ^ 31 ) 

Y 1 + /"(«) 

La surface engendrée par la droite 0# supposée inva- 
riablement reliée au cône mobile, est un cône dont l'équa- 
tion s'obtient en éliminant w entre les équations (31). L'é- 
quation de ce cône est donc simplement : 



X Y 



(32) 



sin w '" " f(a) cos o 

Exemple : On donne le cône : 

X sin a — F cos a = Z tang a 

on demande l'équation de la roulette sphérique engendrée 
par un point w de Oz lorsque le cône donné roule sur le 
plan xOz. 

On a ici f(a) == tang <*, la formule (28) est donc : 

f * tang a da f a • ? i 

w = =— = sin a doc = 1 — cos a 

J o j/l + tang 2 * J o 

La roulette cherchée est donc d'après les équations (31): 
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/ X = w cosa sin (1 — cosa) 
\ Y= w sin ^ 

" Z = W COSa COS (1 — COSa) 

L'équation du cône engendré par Oz est : 

X Y Z 



sin ( 1 — cosa) tanga cos (1 — cosa) 

Les formules relatives au roulement d'un cône sur un 
plan ne dépendent que de /*(«), c'est-à-dire de l'équation 
du cône donné. On n'a donc plus à se préoccuper de la 
courbe B développement de la section plane J., et dont 
on s'est seulement servi pour établir les formules. 

Cependant il y a quelquefois avantage à prendre l'angle 
w comme variable indépendante au lieu de l'angle a. 

Exemple : Un cône a pour base une ligne cycloïdale 
plane et pour sommet un point delà perpendiculaire élevée 
au centre de la ligne cycloïdale sur le plan de cette dernière. 

On demande l'équation du cône engendré par cette per- 
pendiculaire, lorsque le cône donné roule sur un plan pas- 
sant par l'axe de ce cône et l'un des points de rebrousse» 
ment de la ligne cycloïdale. 

En rendant homogènes les équations des lignes cycloï- 
dales planes trouvées précédemment (éq. 18), on obtient 
de suite pour équation du cône donné : 
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Z sin a — Fcos a = Z(2r — B) sin ' 



X cos a + F sin a = Z B cos 



2r— B 
B 



2r—B 



Le roulement a lieu sur le plan %Oz et l'axe du cône 
coïncide avec Oz. 
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7? 

La formule (28) donne en posant B=pet ^ p = a : 

- sin a a cla 

a 



1 A-—* sin s aa 
1 a - 



Cette quadrature s'effectue facilement et Ton trouve : 

P P 

- cos cia = - cos «w — sin au 

a a 

On a donc aussi : fia) = - sin a<x, en fonction de « et 
d'après la formule (32), le cône cherché a pour équation : 

_X_^ Y Z 

sin w | //y \ . , j9 . ~~ cos w 

1/ ( S — ■ 1 ) sin - aw -f- 2 - sin a w cos a « 

Des cowes déroulés des courbes spliériques : Etant donnée 
une courbe sphérique, il faut pour pouvoir trouver son 
cône .déroulé, résoudre d'abord le problème inverse de 
celui que Ton vient de traiter, c'est-à-dire qu'il faut savoir 
trouver quel est le cône qui, en roulant sur un plan donné, 
engendre une courbe sphérique donnée (on sous-entend 
que le plan passe par le centre de la sphère). 

La méthode dont nous nous sommes servi pour trouver 
la déroulée d'une courbe plane ne s'applique plus ici, mais 
on se servira toujours pour résoudre le problème de la 
forme particulière sous laquelle se présente l'équation des 
roulettes sphériques. 

Une courbe sphérique est généralement considérée 
comme l'intersection d'une sphère avec un cône ayant son 
sommet au centre de la sphère ; les équations de cette 
courbe sont donc données sous la forme : 
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l x 2 + J 2 -f Z 2 = B' 

On prendra toujours le plan fixe donné comme plan des 
xz et l'origine au centre de la sphère ; on prendra de plus 
comme axe des z une des droites d'intersection du plan 
donné avec le cône F (X, Y, Z) = 0. Le cône cher- 
ché est alors un cône tel que lorsqu'il roule sur le plan des 
xz, un point de l'axe des z engendre la courbe sphérique 
donnée, et par suite l'axe des z lui-même engendre le cône 
F. Soit : X cos a — Y sin a = Z f(a) l'équation du cône 
cherché ; il s'agit de trouver la fonction f(a)> 

Lorsque ce cône roule sur ce plan xOz, l'axe des z 
engendre le cône : 

X _Y_ __ Z 

sin go ~~ f{a) ~ COS oo 

ou en remplaçant f(a) par sa valeur en fonction de cp(w) 
tirée des équations (27) : 

X Y Z 

sin go ~~ t/V(V) — 1 ~~ cos oo 

Ce cône doit coïncider avec le cône F(X, Z, Z) = 0. 
Or .Fest une fonction homogène, on a donc en identi- 
fiant les deux cônes : 

F (sin oo ? j/y (oo) — 1, cos oo) = (33) 

équation qui détermine la fonction cp(oo). Connaissant cp(oo) 9 
on a f(a) par la relation : 

f\ a ) = cp 2 ( w ) — i 

à condition de connaître oo en fonction de a. Or on a vu que 
fcla = cp^oo, d'où : 



j: 



78 

cp(w) doù 

1/V («) — i 

On a donc tous les éléments nécessaires pour trouver 
f(a) en fonction de a, et le problème est résolu. 

Lorsqu'on prend comme plan des xz un des plans de base 
de la courbe sphérique, la méthode précédente permet de 
trouver le cône déroulé de cette courbe sphérique. 

Exemple: Quel est le cône déroulé des coniques sphéri- 
ques ? Une conique sphérique est la courbe d'intersection 
d'une sphère avec un cône du second degré, ayant son som- 
met au centre de la sphère. En prenant pour axe des z 
une des droites d'intersection du cône du second degré 
avec l'un de ses plans de base (ou plans principaux), la 
section plane du cône dans le plan z = 1 est une conique 
rapportée à l'un de ses sommets et dont l'équation est par 
conséquent de la forme: y* — + a~x~ + 2jp#. En rendant 
cette équation homogène, on obtient pour équations de la 
conique sphérique : 

^Z 2 = ± a' X 2 + 2pXZ 

(x 2 + r -i-z* = n* 

La formule (33) donne alors : 

cp 2 (w) — ■ 1 = ± a" sin 2 w + 2 p sin &> cos &> 

d'où: «= Ç° i/îr^sin^-h ^sincocosg 

J o y +a" sin 2 w + 2p sinw cosw 

Cette quadrature conduit en général à des intégrales 
elliptiques ; nous ne considérons donc que le cas où a 2 = 
p* — 1. On a alors : 

(*<» {p sin w -f cos &>) d&> / sinoo\ 

^ = // • , \o , -arc cos cosoj- 

J o y (j? sin w -f- cos wT — 1 \ p J 

avec : f\a) = cp 2 (w) — 1 = {p sin w -f cos w ) 2 — 1 . 
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En tirant &> en fonction de a de la première équation et 
substituant dans la seconde, on trouve : 

f( a ) = p Sin a 

Ainsi le cône déroulé des coniques sphériques : 

( T = (f— 1)X 2 + 2pXZ 
! X 2 -f T 2 + Z* = B* 

a pour équations : 

\ x sin a — y cos a = p z sin a 

[ X CO$ a -j- y $m a = p Z COS a 

Ces équations représentent une droite située dans le 
xOz ; cela tient à ce que, lorsque it = p* — 1, le cône du 
second degré est un cône de révolution et par suite la 
conique sphérique est simplement un cercle ; son cône 
déroulé se réduit donc à une droite passant par le centre 
du cercle; mais comme les équations obtenues rentrent 
dans la forme générale des lignes cycloïdales, il est pro- 
bable que le cône déroulé d'une conique sphérique quel- 
conque est un cône cycloïdal. Si l'on n'a pas obtenu l'é- 
quation complète de ce cône, ce cône est néanmoins déter- 
miné puisqu'on connaît la fonction cp(&>), c'est-à-dire l'é- 
quation du développement de sa section plane. 

2° Roulement d'un plan sur un cône : En raisonnant 
comme nous Pavons fait pour les courbes planes, on 
démontre facilement, qu'étant donné un cône 

Xsin/3— Zcos(3 = Z F @) 

l'équation de la roulette décrite par un point quelconque 
UyVjW, de l'espace, lorsque le plan des xz roule sur le cône 
donné, se déduit des formules relatives au roulement d'un 
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cône sur un plan, en permutant les lettres X,Z,Zavec les 
lettres u,v,w. 

En effectuant cette permutation clans les formules (30) 
et résolvant par rapport à X,Y,Z, on obtient: 

1 

Zsin|3 - Fcos j3 = [(u sin ©+ w cos cp) F(/3) - v] - , - 

Zcos(3-f Fshij3= wcosç-wsincp 

Z= [u sin cp -i- w cos cp +- v F (fi)] 



/l + ^ (|3) 

Telles sont les formules générales relatives au roule- 
ment d'un plan sur un cône jP(|3), l'angle cp désignant 
l'angle appelé précédemment w, c'est-à-dire l'angle de la 
tangente au développement de la section du cône F par le 
plan z = 1 . Cet angle cp dépend donc de |3 par la relation : 

__ ne F(p)d(5 

* "' J o /I + F' ((3) 

En particulier, la roulette décrite par un point de l'axe 
OY(u = 0, w = 0) a pour équation, en résolvant par 
rapport aux coordonnées : 

x = yi + r(f>) sin|3 

équations que l'on obtient directement de celles du cône F 
puisqu'elles ne contiennent plus cp„ 

En éliminant v, on obtient l'équation du cône engendré 
par la droite OY.. 

sin j3 ~~ -cos/3 ~" -F$) 
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Ce cône est évidemment le cône supplémentaire du cône 
sur lequel roule le plan. 

Des cônes développés des courtes sphêriques : On sait 
que le cône développé est l'enveloppe des plans normaux 
à la courbe sphérique. On peut donc trouver Péquation du 
cône développé par les procédés ordinaires de la théorie 
des enveloppes. 

3° Roulement d'un cône sur un cône. Etant donné un 
cône 

X Sin a — 1' COS a = f(a) Z 

roulant sur un cône fixe : 

X sin /3 — Z cos /3 = F (/3) Z 

on sait qu'on peut remplacer le roulement par deux autres 
savoir 1° le roulement du cône /"sur le plan des xz 2° le 
roulement du plan des xz sur le cône F. 

Il suffit donc, pour avoir les formules relatives au roule- 
ment d'un cône sur un autre cône, de combiner les for- 
mules (30) avec les formules (34) comme on l'a fait dans le 
cas des courbes planes. 

Dans ce qui précède, on n'a parlé que des roulettes 
décrites par un point ; pour avoir l'équation de la roulette 
surface engendrée par une courbe entraînée, on exprime 
l'équation de cette courbe en fonction d'un paramètre t; 
on écrit que le point u,v,w, se trouve sur cette courbe et 
on élimine t entre les trois équations de la roulette décrite 
par ce point, comme on l'a vu plus haut. 

III. Surfaces développables quelconques. 

1° Roulement d'une surface développable sur un plan* 
Une surface développable est l'enveloppe d'un plan mobile, 
c'est-à-dire du plan : 
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X Siîî a — Z COS a = Zf(a) -f f, (a) 

équation dans laquelle a est un paramètre variable ; f(a) 
et f,(cc) sont deux fonctions arbitraires qui déterminent le 
mouvement du plan mobile. 

L'équation de la surface enveloppe de ce plan s'obtient 
en éliminant a entre Péquation du plan et sa dérivée par 
rapport à a, c'est-à-dire entre les deux équations: 

( X sin a — Y COS a = Zf(cc) + fXcc) 

j X COS a -f F Sin a = Zf'{a)+f;(a) ( 

sans qu'il soit besoin d'éliminer a, on peut considérer ces 
deux équations comme celles de la surface développable. 
Toute surface développable peut se mettre sous la forme 
(35) ; on a ainsi des équations tout à fait analogues à celles 
dont nous nous sommes servis jusqu'ici. 

Les formules relatives au roulement des surfaces déve- 
loppables, s'obtiennent encore par la considération des 
roulettes tournantes. 

En coupant la surface développable donnée par les 
plans z = et z = 1, on obtient deux courbes planes A 
et B (tig. 23) dont les équations sont : 

x sin a — y cos a = fia) \ f,(0) = 

avec 5 1V J 



x cos a + y sin« = f\(a) \ fX0)=O&" 

et: 

B .x$ma-yco$a = f(*)+fX«) avec ^ )^(°) =0 



XCOSx + îJ$ma=f(a)+f\(a) ( f'(0)+f'A0) = O0" 

Le paramètre a est donc l'angle que l'axe des x fait 
avec la tangente à l'une de ces courbes. 

Lorsque la surface développable roule sur le plan xOz, 
la courbe A roule sur une certaine courbe G située dans 
le plan xOz; la courbe B roule aussi sur une certaine 
courbe D du même plan, 
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Pendant que la courbe plane B roule sur la courbe 
plane D, l'angle dièdre 9 que fait à chaque instant le plan 
mobile de la courbe B avec le plan fixe de la courbe D 9 
varie suivant une loi déterminée par la forme de la surface 
développable. 

Si donc, connaissant l'équation delà surface développa- 
ble, on sait trouver l'équation de la courbe D et la loi de 
variation de l'angle 0, on pourra remplacer le roulement 
de cette surface développable sur îe plan des xz par le 
roulement de la courbe plane B sur la courbe plane D et 
se servir des formules relatives aux roulettes tournantes» 

On dira que les courbes Cet B sont les développements 
des sections planes A et B. Le premier problème à résou- 
dre est donc : Etant données deux sections planes paral- 
lèles d'une surface développable trouver l'équation de 
leurs développements. 

Sur le développement de deux sections planes parallèles 
dhtne surface développable sur un plan tangent perpendi- 
culaire aux plans des sections planes. 

Comme les intersections des plans z -~ et z = 1 avec 
un plan tangent quelconque à la surface développable sont 
deux droites parallèles, si l'on mène aux courbes A et B 
deux tangentes parallèles, c'est-à-dire inclinées d'un même 
angle «, la droite mp qui joint leur point de contact est 
une génératrice de la surface. Si des points et 0' on 
abaisse des perpendiculaires OB et O'P sur ces tangentes 
on sait que l'on a : 

OP - f\u) + f£a) mP=f(a) + f» 

Lorsque la surface développable roule, il arrive un 
moment où le plan tangent PmpB coïncide avec le plan 



des xz ; à ce moment le point m coïncide avec un certain 
point n delà courbe G et le points avec un certain point 
q de la courbe I). La tangente mP coïncide aussi avec la 
tangente nQ à la courbe Cet la tangente pB avec la tan- 
gente qS à la courbe D; enfin pm coïncide avec qn. Or les 
tangentes mP et pB sont toujours parallèles entre elles, 
donc la tangente au point n à la courbe G est parallèle à 
la tangente au point g à la courbe D 

On peut donc exprimer les équations des courbes G et 
D en fonction d'un même angle oo; cet angle est celui que 
font les tangentes nQ et g$avec 0'X' Soit donc: 

l x sin oo + z cos w = <p (w) -f- ^(w) 

/ £ COS oo — Z Sin oo = cp'(oo) -f <p\ (oo) 

l'équation de la courbe C, et : 

_ ^ $ sin oo + z cos oo = cp^w) 



# cos oo — ^ sin oo = cp^w) 

celle de la courbe D. Le problème revient à trouver 
w, cp(oo) et (p^oo) connaissant ^ /(«) et /!,(«). 
Or on a : 

08 — <^(oo) qS = cp', (&>) 

Oy = cp(w) + cp^co) ^$ ~ cp'(oo) + ^(w) 

Si Ton joint le point P au point jR, comme la tangente mP 
est perpendiculaire sur OTet sur 00\ elle est perpendi- 
culaire au plan BOO'P et par suite à Pi?. Lorsque le 
point m coïncide avec n et le point p avec g, on sait que 
les tangentes coïncident aussi deux à deux 9 donc leurs dis- 
tances sont égales, c'est-à-dire que ~PB = QS = OQ — 
08 -.-•- cp(w). Si maintenant par le point on mène une 
parallèle ON à PB, on a : 
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ÔN=PR^<?(u) et WÏÏ=WP-TW=WP-ÔR=f{ a ) 

Or, dans le triangle rectangle 00' N, on a 00' = 1 et 
par suite: ON* .= 1 -f 0'JV\ c'est-à-dire: 

?'(*>) - 1 + f («) (36) 

De même, si par le point p on mène une parallèle pE à 
PB, cette parallèle est perpendiculaire sur la tangente 
mP; donc lorsque m vient en n et p en g, j?jB vient coïnci- 
der avec la perpendiculaire qM abaissée du point q sur la 
tangente nQ. 

Or on a : 



nM = MQ — nQ = qS— nQ = — cp'(o>) 



et aussi : nM = mE = EP — mP = pB — mP = — f («) 
donc : 

cp'( w ) = /X*) 

En différentiani l'équation (36), on a: 

<x> cp' dod - f f da 

et comme cp' == f ' on a encore : cp du = f^a d'où 

fi + rw (d ° 

Ainsi l'on connaît w et cp(oo) en fonction de a et f(a). 

Pour déterminer cp^w), il faut écrire que l'élément d'arc 
de la courbe B est égal à l'élément ds de la courbe D, c'est- 
à-dire que : 

ds = [fXa) + f\(a)) da 

si donc x et z sont les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbeD, on a : 

dx = COS w [/.(a) -f- /V'(a)] ^ 

6fe = — sin (jù [/,(«) -f- /70*)] ^«- 
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équations qu'on peut intégrer, puisqu'on connaît oo en fonc- 
tion de a. En désignant la distance 00'" par a, l'équation 
de la courbe D est donc : 

lx= a -f- I COSco [/,(«) + /7'(«)] da 

I z = — I " sin a) [/;(«) + /*/(«)] ** 
Mais la courbe D a aussi pour équation : 

( x sin oo -f- COS go = cp,, (oo) 
^ cos oo — ^ sin oo = cp'Xw) 

On a donc aussi pour déterminer cp^oo) et ^(oo) : 

(p,(oo) Sin oo -h cp/(oo) COS oo = a -f I COSoo [£(«) + /V'O*)] ^ 

/a 
Sin oo [/.(at) -f jf/O*)] ^ 

On peut remarquer que le théorème sur les points d'in- 
flexion du développement de la section plane d'un cône 
(sur un plan tangent perpendiculaire au plan de la section 
plane) subsiste dans le cas d'une surface développable 
quelconque, c'est-à-dire que les points ,; et 0" J sont des 
points d'inflexion des développements G et D. 

Car si l'on désigne par B et r les rayons de courbure 
des courbes B et D aux points correspondants, puisque 
les éléments d'arc de ces courbes sont égaux, on a \Bcla-~- 
rd& ; mais on a aussi f{a) du = cp(oo) A*>, c'est-à-dire : 

da. cp(co) __^ 1 

do> ~~ f{a) COS 9 

d'où 

r = B-^~ 

cos 9 
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Or au point 0'", l'angle 9 est droit donc r est infini. Il 
en est de même au point 0\ 

Enfin pour avoir la loi de variation de l'angle 9, il suffit 
de remarquer que cet angle est toujours l'angle que font 
les sections planes A et B avec le plan tangent à la surface 
développable le long de la génératrice mp. On a donc: 

e = angle O'PB = angle UNO 



00' ON 

Or: sin O'NO =-=- et cos ONO = - = 

ON ON 

c'est-à-dire encore : 

sin 9 = -— et cos 9 — ' ^ 



<p(co) cp (w) 

Il ne reste plus maintenant qu'à reporter toutes ces 
valeurs dans les équations des roulettes tournantes. Afin 
de ne pas compliquer inutilement les formules, nous ne 
rechercherons que l'équation de la roulette décrite par 
l'origine. La roulette décrite par un point quelconque de 
l'espace, s'obtiendrait de même, on aurait seulement des 
équations un peu plus longues. Supposons encore a -= 
c'est-à-dire que l'origine coïncide avec le point de con- 
tact 0"\ 

En posant u = 0, v = 0, w = 0, dans les équations 
(24) relatives aux roulettes tournantes et résolvant ces 
équations par rapport à X, YetZ, on obtient : 

/ X= [cpXoj>)sinG0 + cp' 1 (a))coSw]-/ r 1 (^)COS9sina)-/ r ' 1 (a)coSG0 

] Z = [?i ( w ) C0Sw ~ <p'i ( w ) s i nw ] ~^ ( a ) cose C0Sw + A W s i n w 



i r=/;( a )sine 

Dans ces équations on a remplacée par — Z, parce que 
l'axe 0# a une direction opposée à celle qu'il avait lors- 
qu'on a établi l'équation des roulettes tournantes. 
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Remplaçant 9,(00) et par leur valeur, on trouve : 

(38) 

Z=- f a $m4f,(*W(aj\da- ffi ffi COSoH-/','(a)sinc,> 

J " y 1 +/"(«) 

f,(«) 



r= 



1/1+rw 



avec « = S ~t4^ i---7^7^ ° Telles sont les équations de 
Jo yi +/"(«) 

la roulette décrite par l'origine, lorsque la surface déve- 
loppable roule sur le plan des xz ; ces équations ne dépen- 
dent plus que des fonctions /(*) et f,( a ), c'est-à-dire de l'é- 
quation de la surface développable. 

Exemple : On donne la surface développable enveloppe 
du plan mobile ; 

X Sin a — jFcOS a = Z tg a -j- B (1 — COSa) 

et Ton demande l'équation de la roulette gauche engendrée 
par un point de cette surface, lorsqu'elle roule sur un de 
ses plans tangents, c'est-à-dire l'équation des déroulantes 
de la surface donnée. 

On commence par prendre le dit plan tangent comme 
plan des xz ; et Ton choisit comme position initiale de la 
surface celle où le point générateur se trouve en contact 
avec le plan fixe. On peut alors faire coïncider l'origine 
avec la position initiale du point générateur et faire usage 
des formules (38). 

Ces transformations ont déjà été effectuées dans l'équa- 
tion donnée ; celle-ci représente en effet une surface déve- 
loppable tangente au plan des xz, puisque l'on a actuel- 
lement : 
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f(a) = tang a fX<x) B{\ — COS «0 

Si donc on coupe cette surface par les plans £=0 et#=l, 
on obtient les deux courbes : 

x sin a — y cos a -- jR (1 — cos a) 
et x sin a — y cos a ~ tang a -f- i2 (1 — cos «) 

Ces deux courbes sont bien tangentes à Taxe des x ; la 
première est un cercle passant par l'origine. 
On a d'abord ; 

C°- tang a da . 

1 ° — 1 — COS a 



et: 



J /l -ftg'a 

f.w + rw-^ 

On peut prendre go pour variable indépendante ; on a 
alors : cos a, = 1 - w ; sin a = i/ w (2-co) ; et rfjc = -t^ttT^ 

D'où pour équation de la roulette décrite par l'origine, 
en employant les formules (38) : 

X = B I ^t^—\— B yV2 — w) (o sm « + cos &>) 

J y co(2-w) 

-n f ^ Siîl w ^ w 71 f-7^ \ ( ' \ 

Z=~B — n* — \ ~ - B V w ( 2 — w ) (°° cos °° — sm w ) 

J yc«)(2-co) 
Y= Bu(l — u) 

2° Boulement d'un plan sur une surface développable 
Pour avoir l'équation de la roulette engendrée par un point 
u, v, w y de l'espace, lorsque le plan des xz roule sur une 
surface développable donnée, il suffit, dans les formules 
générales relatives au roulement d'une surface développa- 
ble sur le plan des xz, de permuter les lettres X, Y,Z avec 
les lettres u, v, iv. On peut effectuer cette permutation 
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dans les équations (24) relatives aux roulettes tournantes 
ce qui donne, après avoir résolu par rapport aux nouvelles 
lettres X,Y,Z(et en se rappelant qu'on doit changer Z en 
— Zet par conséquent aussi w en — w) : 

X sin a- Tcos «= [u sin w -f w cosw-cp 1 (w)] cos9 - i;sin8 +f A (a) 

XcOSa+ Y $iïl ot= ££ COS où -^sinw + /./(<*)- cp/(oo) 

Z= [u sin m + w cosw- y, (&>)] sin +■ i; cos 

équations dans lesquelles il n'y a plus qu'à remplacer w,6 
et cp^w) par leur valeur , trouvée précédemment en fonc- 
tion de a. 

3° 'Roulement d'une surface dêveloppàble sur une sur- 
face développahle. En général ce roulement n'est pas pos- 
sible sans glissement, si l'on veut que les deux surfaces 
aient constamment une génératrice en commun. Il suffit 
pour s'en rendre compte de considérer le mouvement des 
courbes gauches qui sont les arêtes de rebroussement des 
deux surfaces développables. 

On dira qu'une courbe gauche roule sur une .autre 
courbe gauche, lorsque la première courbe roule sur la 
seconde de manière à ce que les plans oscillateurs des deux 
courbes, correspondant à leur point de contact, coïncident 
constamment. 

Le roulement infiniment petit d'une courbe gauche est 
alors le résultat de deux rotations infiniment petites, savoir : 
1° une rotation du plan osculateur de la courbe mobile 
autour de la tangente commune aux deux courbes, mou- 
vement qu'on peut appeler le roulement de torsion de la 
courbe mobile; 2° une rotation de la courbe mobile parai» 
lèle à son plan osculateur et autour du point de contact, 
ou si l'on veut une rotation de la courbe mobile autour de 
de la bi-normale commune aux deux courbes, mouvement 
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que Ton peut appeler le roulement de courhure de la courbe 
mobile. 

Dans le roulement plan, le roulement de courbure est 
le seul qui existe parce que la torsion des courbes planes 
est nulle. Mais d'une manière plus générale, on peut dire 
que le roulement d'une courbe gauche sur une autre ne 
donnera pas lieu à un roulement de torsion lorsque les 
deux courbes gauches ont constamment le même rayon de 
torsion en leur point de contact» Au contraire le roulement 
ne donnera pas lieu à un roulement de courbure toutes les 
fois que les deux courbes ont constamment le même rayon 
de courbure en leur point de contact. 

Enfin si les rayons de torsion et les rayons de courbure 
sont constamment égaux, il n'y a plus de roulement possible, 
parce qu'alors les deux courbes gauches coïncident. 

Le roulement d'une courbe gauche sur un plan tel que 
nous l'avons défini plus haut est un pur roulement de tor- 
sion, carie roulement sur le plan de la surface dévelop- 
pable dont la courbe gauche est l'arête de rebroussement, 
consiste en une simple rotation autour de la génératrice de 
contact, c'est-à-dire de la tangente à la courbe gauche. 

En général, lorsqu'une courbe gauche roule sur une 
autre, si l'on considère les surfaces développables dont ces 
courbes gaucbes sont les arêtes de rebroussement, on voit 
que le roulement de torsion produit le roulement d'une 
des surfaces sur l'autre, c'est-à-dire une rotation autour 
de leur génératrice de contact, tandis que le roulement 
de courbure produit un glissement de la surface dévelop- 
pable mobile sur le plan tangent commun, glissement qui 
a pour effet de ramener en coïncidence les génératrices 
des deux surfaces qui tendaient à se séparer par suite du 
roulement de torsion. 
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Donc pour qu'une surface développable puisse rouler 
sur une autre sans glissement, il faut que le roulement de 
leurs arêtes de rebroussement soit un pur roulement de 
torsion, c'est-à-dire que ces arêtes aient constamment le 
même rayon de courbure en leur point de contact. Si cette 
condition est remplie, on obtiendra l'équation de la tra- 
jectoire décrite par un- point quelconque de l'espace ^,fl,w, 
en combinant les formules relatives au roulement d'une 
surface développable sur un plan avec celles relatives au 
roulement d'un plan sur une surface développable, exac- 
tement comme on a combiné le roulement d'une courbe sur 
une droite avec celui d'une droite sur une courbe pour 
obtenir le roulement d'une courbe sur une courbe, dans le 
plan. 

Mais il y a une autre sorte de roulement sans glisse- 
ment d'une surface développable sur une autre : c'est le 
roulement dans lequel les deux surfaces n'ont qu'un seul 
point de contact ; ce roulement est plus général puisque 
les deux surfaces ne sont plus astreintes à avoir une géné- 
ratrice commune; ce roulement peut être réalisé par des 
surfaces développables quelconques, et cela d'une infinité 
de manières . 

On a déjà traité à propos du roulement dans le plan, le 
mouvement produit par une courbe qui roule sur une 
droite, tandis que cette droite roule sur une autre courbe 
fixe. De même, considérons dans l'espace deux surfaces 
développables qui ont un plan tangent commun sans avoir 
une génératrice commune ; si la première surface roule 
sur le plan tangent pendant que celui-ci roule sur la 
seconde surface, les deux surfaces roulent l'une sur l'autre 
(sans glissement) car elles ont toujours un point de con- 
tact, qui est l'intersection des deux génératrices qui se 
trouvent dans le plan tangent mobile. 
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Exemple : Bâillement d'un cône sur un cylindre. On 
prend comme plan des xz le plan tangent commun au cône 
et au cylindre , comme origine le sommet du cône, et 
comme axe des z une droite parallèle aux génératrices du 
cylindre (fig. 24). 

Cherchons par exemple la roulette décrite par un point 
w de Taxe des z (u ~~ 0,v = 0). Soit : 

X sin a — Zcos a ■= Z f(y) avec f(0) = 

l'équation du cône dans sa position initiale ; et : 

X sin cp — Y cos cp = F(y) avec F(0) = 

l'équation du cylindre fixe. Lorsque le cône f roule sur le 
plan des xz, le point w décrit la roulette : 

w 

|/1 -f f-{a) 

v < = VT^WT\f^) avec w = 



^ = 7îT7^ C(,Bw 

d'après les formules (31) ; lorsque le plan des xz roule sur 
le cylindre F, l'équation de la roulette décrite par un 

point u^ v. n ?,/;, i; de l'espace, est, d'après les formules (13): 

X sin <p — - Y cos c? = JP(cp) — v, 

TV 
Z cos cp --f ? sin cp = — S jF(cp) dy -f- ^ 

2 = ^ 

En éliminant ^ ., ?;,, , w. n on obtient l'équation delà rou- 
lette engendrée par le point w, lorsque le cône roule sur 
le cylindre : 
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Xsintp-rcosy^^)-^^-^ /•(«)■ (39) 



X cos cp -f Zsin cp = - F(y) de? +- — r= 



COS w 



+n«) 



\ y i + f («) 

Ces équations contiennent deux paramètres arbitraires, 
a et cp. La roulette ne sera donc déterminée que lorsqu'on 
se sera donné une relation entre ces deux paramètres. 

On traiterait de même le roulement d'un cylindre sur un 

cône. 

Remarque sur la génération des surfaces : Lorsque les 
angles a et cp sont laissés indépendants, les équations (39) 
représentent une surface. Cette surface est le lieu de tou- 
tes les roulettes engendrées par le point w lorsque le cône 
roule sur le cylindre de toutes les manières possibles en 
partant de la même position initiale. On peut appeler ce 
lieu, la surface roulette du point w. Ainsi, lorsqu'une sur- 
face développable quelconque roule sur une autre surface 
développable de toutes les manières possibles en partant 
de la même position initiale, un point quelconque de l'es- 
pace engendre une surface roulette, dont l'équation peut 
s'obtenir par la méthode précédente. Réciproquement, on 
pourrait considérer une surface donnée quelconque comme 
engendrée par une surface développable qui roule de toutes 
les manières possibles sur une autre surface développable 
à partir d'une certaine position initiale. 



-v-wvw^ ^-^ 
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les classes de Mathématiques spéciales En 1887, j'ai été admis à l'École 
Polytechnique de France et en suis sorti en 1889 avec le titre d'Ancien 
Elève de l'Ecole polytechnique. À dater de cette époque, j'ai vécu aux 
États-Unis jusqu'au moment où j'ai été admis à suivre les cours de l'Uni- 
versité Johns Hopkins avec le titre de Fellow hy Gourtesy (1894). 



